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LA DUAUIÉ ET L'HOMOGRAPHIE 



LE TRIAN&LE ET LE TETRAEDRE. 



PREMIERE PARTIE. 

CONSmÉRATlONS SUR I.A GÉOMÉTIIIE TiU TKUKGLE. 

Prélimmaires. 

Nous nous proposons de démontrei' que le défaut d'application 
aux propriétés métriques des principes de dualité et d'homographie 
est apparent et non réel, et que ces grands principes sont plus géné- 
raux et plus féconds qu'on le suppose. Nous prenons pour base des 
applications la Géométrie du triangle (') ; nous la supposons 
connue; nous supprimerons donc, en principe, les démonstrations 
de tout fait qui ne nous semble pas nouveau. 

Ainsi, nous admettons comme acquis des résultats tels que les 
suivants : 

La conique représentée, en coordonnées barycentriques, par l'éqiia- 
lion ponctuelle 

F(X," Y, Z}= AX'-H A'Y^-t- A'Z' -!- -ihYZ -i- ^B'ZXw- ^B''XY - o, 



(') Nous avons traité ces questions à un point de vue plus général, dans 
un Ouvrage (en préparation) intitulé : Éléments comparés de Géométrie, 
analytique. Le présent Travail répond esplicïlement à la question 1145 
que nous avons posée è l'Intermédiaire des Mathématiciens, et nous dis- 
pensera d'en poser un grand nombre d'autres que nous avions en vue. Il 
répond Également aux questions liI4, 1141 et 1143. 
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linant A. D'où i 
équation poiict 



à A, A', ..., B'dans le 
tive [F(i;,V,W) = o] 



*(X, Y, Z)=SaX2-*- 



- B". 



Le: 



t ellipses, pai'aholes ou Viyper 



boles, selon que l'on a respectivement 

Id + aSôlo ou i(SA+5i:B)go. 

Les coordonnées ponctuelles du centre de l'une sont les coordon- 
nées tangentielles de la polaire du barjcentre par rapport à l'autre. 

D'après les formules fc'), on peut faire correspondre à toute co- 
nique donnée F = o, et sans avoir besoin de calculer l'équation 
de sa corrélative, un point remarquable (c') que nous appelleroos 
le centre corrélatif de F = o. 

Définitions. — Dens éléments de même espèce constituent un 
couple, trois éléments un triple, quatre éléments un quadruple, etc. 

A l'expression très usuelle ; milieu de la droite AB, nous substi- 
tuerons celle de point moyen, en sous-enlendant les mots i du sys- 
tème des points A et B, pour le motif suivant : Si l'on s'habitue à 
cette notion ainsi formulée, on n'aura aucune peine à passer à celle 
de la droite moyenne (du système des droites a et b), le pivot et 
recueil des applications du principe de dualité. A la droite de l'in- 
fini (X + Y-i-Z = o) correspond duaîistiquement le barjcentre 
(U -1- V -H W = o). ( Voir Chap. IV.) 



On appelle point moyen du 
système des points A e( B le 
conjugué (harmonique)du point 
d'intersection de la droite de 
l'infini avec la jonction d des 



On appelle droite moyenne 
du système des droites a et bl^L 
conjuguée (harmonique) de la 
droite de jonction du harycenire 
avec l'intersection D des droites 
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])oiiHs X CI. B, âh point de l'in- \ a et b. ditu droite barycen- 
fiiiiâtd. I trique AaH. 

Remarque. -~ La Géométrie du triangle date de 1873, époque où 
M. Emile Lcmoine signala, dans un premier Mémoire, les multiples 
propriétés du point auquel son nom a été légitimement attaché. 
Ed 1875, M. le Commandant Brocard donna à cette Géométrie une 
nouvelle et vive impulsion en la faisant entrer dans l'ordre d'idées 
si fécond à» couple de points. Dés 1866, M. G. de Longchampsavail 
ouvert une grande voie, celle de la corrélation du point et de la 
droite. M. J. Neuberg, l'un des géomètres qui ont le plus contribué 
à créer celte Géométrie récente, l'a remarquablement résumée dans 
une Note ingérée au Tome I du Traité de Géométrie de MM. Rouché 
et de Comberousse (Gauthier-Villars et fils; 1891). 

Lorsque l'on étudie la Géométrie du triangle, on peut être choque 
au premier abord du nombre considérable de noms et mots nou- 
veaux introduits. Mais on ne tarde pas à reconnaître que celte mul- 
tiplicité de noms est indispensable pour la clarté. Il y a là, ainsi 
que l'a spirituellement remarqué notre ami Lemoine, n une néces- 
sité comparable à celle de l'attribution de noms au\ rues d'une 
ville, seul procédé qui permette de s'orienter dans leur dédale 0. 
Nos lecteurs ont d'ailleurs depuis longtemps reconnu cette vérité 
qui s'imposera, plus grande encore, en Géométrie du tétraèdre. 



CHAPITRE I. 

ABSOLU (ou CONSIDÊBÊ ISOLÉMENT), 



Constitution d'un triangle. 

Un couple de droites ft et c se croisant en A est une conique de 
centre A. Toute droite AD passant par A est un diamètre ; il lui cor- 
respond un diamètre conjugué AD', que l'on obticnten menant une 
parallèle quelconque B'C à AD et prenant le point moyen D' (du 
système B', G'). 
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Un triangle ABC se présente donc comme essentiellcinenl con- 
slitué par trois coniques reolitignes k, B, G, dont deux quelconques 
ont UQe droite commune, a\ec un triple de sommets (A, B, C) et un 
triple de cotés (a, b, c). 

Éléments remarquables absolus. 

Dans le triangle ABC, considéré isolément, sont remarquable? : 
1° les points moyens A^, 6„„ C,„ des côtés, par suite les médianes 
et le barrcenlre G; 2° les jonclions B„iC,„, G,„A„„ A,„B,a des 
points moyens, qui forment le triangle pédal du barycenire ; 3° les 
parallèles Gi,Ge, GjGa, GaGrfi, menées par les sommets, qui forment 
le triangle complémentaire de G, dont les sommets Ga, Où, Gc 
sont les points adjoints à G, Ce sont les seuls éléments descriptifs 
(lu triangle ; ils sont remarquables absolus. 

Tous les autres éléments (centres de cercles divers, ortliocentre. 
points de Lemoine, de Brocard, etc.) sont métriques, et, par suite, 
remarquables relatifs. Ils sous-enlendent l'association du triangle 
avec un cercle, cas particulier d'une conique; nous les examîne- 
lons au Chapitre suivant. 

Coniques remarquables absolues. 

Nous appellerons conique remarquable absolue toute conique 
dont la définition ne dépend que des (ilémenls remarquables absolus. 
Telles sont : 

1° Les deux ellipses de Steiner, l'une circonscrite (Ec), l'autre 
inscrite (E(), ajant leur centre en G. et qui sont corrélatives l'une 
<le l'autre. L'ellipse Ec a pour équation 2YZ = o ; elle passe par le 

point de Steiner | y^ -■< ■ - ■ j et plus généralement, quels que 

soient a, 3, T> ^' P^'" ^°^^ point ( — - - ---, -■-j- L'ellipse Ej, qui 
touche les côtés en leurs points moyens, a pour équation 

2X=— aSYZ = o; 
elle passe par le centre (de l'Iiypeibole) </e ATiepc/-; [(6^ — cS)^, . ,.J, 
et plus généralement, par tout point [(P^ — 7*)', .-.]- 

a" Les trois paraboles de Arlzt, tangentes à deux cùlés aux 
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entremîtes du troisième, dont les d 
dianes el dont les équations sont : 



La corrélative de la première est l'ellipse; absolue X= — YZ = o 
dont le centre est aii point (i. — ■>., — -i), centre corrélatif de la 
parabole (X2-.'îYZ = o), 

Coordonnées barycentriques. 

On sait qu'il existe deux systèmes principaux de coordonnées tri- 
latères • les coordonnées normales et les coordonnées barycen- 
tr fu s 

Mas I fa t e g a le pratique ni une longue expérience 

pour econnn tre que dai la // esque totalité des questions de la 
C corne e du t an^le lea coordonnées barycenlriques sont d'un 
empio h en plus s mple et h plus commode que les coordonnées 
normales. La raison vient d'être indiquée : le barycentre est, dans le 
plan d'un triangle, le seul centre remarquable absolu. Nous em- 
ploierons donc es.cluaivemcnt les coordonnées barycenlriques. 

Relations d'un point avec un triangle 1,/îg. i). 

Soit le triangle de référence ABC et tl(ï, p, Y) on point arbi- 
traire du plan. 

La cévienne AD a pour équation -^ = — ; sa conjuguée DiD^, 
par rapport au couple A, a pour équation yY + ^Z = o. 

Il en résulte que: i" \e pied A^ a pour coordonnées (o, p, -f), le 
pied conjugué A^(o, — ^i 7), ^'adjoint \ia(— a, '^,-(); 1" \a pé- 
dale BdCrf, ou Sa, a pour équation ^ — -q — o, et passe par A^ ; 

3° les trois pieds conjugués A^, B^, C^ sont sur une même droite 
El t"7r~' =0). Enfin A^ et AJj sont conj ugués harmoniques 

par rapport au segment BC, en sorte que l'on peut dire, si l'on veut, 
que S est la droite harmoniquement associée à D. 

Il nous paraît plus simple et même plus juste (voir ci-après) dé- 
dire que 3 est Vaxc du centre D, et de même la, ^b, Se sont res- 
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!sDfl,D/„ De, points et a 




Si d'ailleurs, au lieu de D, on prenait, par exemple, D^ pourpoint 
initial, ses adjoints seraient D, D^, D^,, son axe serait Sa et les axes 
adjoints seraient S, S^, S^. On peut donc dire que, parmi les quatre 
points D, Dji, Dj, D^, il n'y en a aucun qui soit principal et qu'ils 
forment un quadruple de points associés, 3, Sa, 3(i, B^ formant un 
quadruple de droites associées. 

En résumé, à tout point du, plan correspondent trois points 
adjoints, un axe et trois axes adjoints. Et réciproquement, pour 



t conjugaison, harmonique. 



Dire que d( 
par rapport a 



isAArfetAA^s, 
s AB et AC, ou 



t conjuguées harmonique: 
lire qu'elles sont diamètre: 



conjugués du couple BAC, c'est la même chose. De même, il n'y a 
aucune différence entre deux points (A^, AJ;) con/u^ues harmo- 
niques par rapport au segment BC et ces deux points conjugués 
par rapport au système (B, G). Or la conjugaison harmonique se 
définit par l'égalité de deux rapports de distances; elle est, ainsi 
comprise, plus difficile à retenir et plus longue à traduire, soit par 
une construction géométrique, soit par une mise en équation, que 
la conjugaison par rapport à un système de deux droites ou de 
deux points. Nous adopterons donc cette dernière notion ; son avan- 
tage apparaîtra surtout dans les applications dualistiques. 
D'ailleurs, la division harmonique est une notion trop restreinte; 
le sur une droite ou autour d'un poi 



elle n'a de significatio 



Mais deu 



restent conjuguées par rapport à 
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deuxième ordre (conique proprement dite ou système de droites) si 
elles sont parallèles à deux diamètres conjugués. Il doit en être 
corrélativement de mémo pour la définition de deux points conju- 
gués par rapport à une courbe de deusième classe (conique pro- 
prement dite ou système de deux points) {voir Cliap. IV). 



CHAPITRE II. 

TRIANGLE ASSOCIÉ A UNE CONIQUE. 



Définitions {fi-g- ■^)- 



Étant donnés le triangle ABC, une dro 
fixe D (a, p, f ) et une droite quelconqui 



le AD passant par le point 
AM, nous appelons droite 




isogène de AM par rapport à AD, la droite AMa obtenue en menant 

le diamètre AD' conjugué de AD par rapport au couple BAC, puis 

le diamèlve AM^ conjugué de AM par rapport à DAD'. 

Deux points m et nia sont dits isogènes par rapport à AD (ou au 
point moyen de leur système, situé sur AD) s'ils sont l'intersection 
de deux droites isogcnes et d'une parallèle quelconque à AD'. 
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Les droites AM, AIHg (ou les points m, m^) s'ont dits isotomiques 
si D est le barjcentre G, et isogonales (ou isogonaux) si D est le 
ceotre bissecteur I. 

Si {,a;,j', z) sont les coordonnées d'an point M de AM, l'équation 

de son isogène AM^ est t^-- = -r— ; d'où il résulte que les trois iso- 

gènes AMa, BMi, CM^ des cévieones de M par rapport à D se coupent 

ao point M' (—,£-, ï-, ou V ?-U = o j, qui est le réciproque 

de M. par rapport à D. 

Corrélativement, étant données la droite rf(SaX = o), et une 
droite ni(Sa!X = o), dont le point d'intersection (awa) avec le côté <ï 

est — = — » l'équation de \' isogène tangentiel de ama par rapport 
à d est ^j- = -5—; d'où il résulte que les trois isogénes anta, bm/,, 



/a= pi 



e droite m' (-,!^, -^ ou V- X = o), qui est la 
(transversale) réciproque de m par rapport à d. On appelle spé- 
cialement réciproque ( — 1 — j -) d'un point (ou d'une droite) le 

(ou la) réciproque de ce point (ou de cette droite) par rapport au 
baryccnlre (ou à la droite de l'inlini) : i, 1, 1. 

Conique D et coniques d'espèce D, 

Considérons la conique inscrite à ABC et ayant son centre en D , 
que nous nommerons conique D. Il est facile de voir que la tan- 
gente B) Ci à l'extréniilé Di du diamètre passant par A est parallèle 
à AD'. Donc les conjuguées des cévîennes de D par rapport à A, B, G 
sont aussi leurs conjuguées par rapport à la conique D, et l'on peut 
dire par suite que les droites AM et A.M a sont isogènes par rapport 
à cette conique, ou, plus simplement, par rapport à D. 

Dans les applications qui suivent, nous appellerons conique d'es- 
pèce D toute conique homothétique à la conique D. Les mots par 
rapport à D seront partout sous-entendus. On retrouvera des pro- 
priétés connues en substituant au point D( a, p, f )le centre \{a,b,c), 
ans coniques d'espèce D les cercles (coniques d'espèce I). Les syno- 
nymies telles que point de Lemoine et point Lemoinien, conique 
(d'espèce D) Eulérienne cl cercle d'Euler, etc., sont iranspaienLcs. 
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Il sera facile de déduire des exemples cî-après, que l'on peut mul- 
tiplier à rinfini les conséquences corrélatives en substituant à la 
conique inscrite D de centre D une conique circonscrite d ayant d 
pour polaire du barycentre. Mais cette transformation exige une 
notion nouvelle, celle de la corrélation des coniques horaothé tiques 
avec d'autres coniques que nous appellerons homotangentes ; nous 
nous bornerons donc, pour ie moment, aus. questions ponctuelles; 
nous renvoyons au Chap. IV la question corrélative. 

Point Lemoinien. 

Nous appellerons sjmédiane (par rapport à D) du sommet A la 
droite ALfl, isogène de la médiane AG par rapport à D, et doDt 

l'équation est ^ = — • Les trois symédianes se coupent au point L 
(a', p2, y'), qui est [epoint Lemoinien. Ce point unique correspond 
à quatre points initiaux (D, Da, Dû. D^), centres de coniques tan- 
gentes de même espèce D; si l'on prend L pour point initial, il a, 
comme tout autre, trois adjoints (La, Lj, Le) constituant avec lui le 
quadruple (L, La, Lj, Lu). 

iJaxe, du centre L, est la droite Lemoinienrie { ^ ~i ~ " ) > 
dont le point à l'infini est aS(p' — y')i ^i^c., et qui a pour réciproque 
la droite Longchampsienne (Sa'X = o), dont le centre est le réci- 
proque Lp ( — à 1 ... j du point Lemoinien, et dont le point à l'inflni 

e>t(f-T-, ■■■)■ 

Le point Lemoinien est le centre corrélatif : i° de la conique 
£'«/e>ienfte [S(pî-H-(' — aî)X!— 2Sa2YZ = o]; a" delà conique 
Longchampsienne [Sa^X'-t- S(|3'+ f'— a') YZ = o]. 

Il ealle centre radical des trois coniques ApoUoniennes (Au, Bo, Cu) 

^ «J ; -p=(«î^-.i_p!)ZX^-YH=<'+PM-r')XY^o, 

dont les centres Ao (o, — pî, f'), B„, G(, sont sur la droite Lemoi- 

Les parallèles aux côtés de ABC menées par le point Lemoinien 
rencontrent les autres côtés en six points d'une même conique d'es- 
pèce D (dite première conique Lemoinienne) dont l'équation est 

Sp"yHP^^Ï*)S^-2aî[ai--a^^s+a'y'-ap^Y^)YZ = o, 
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ayant pour centre le point 

et pour centre corrélatif le point 

p. + Y' + «'<P' + -l') + <»'P'7', ••.. 
Les six. points d'intersection des conjuguées des symédianes 
menées par L avec les côtés DOn correspondants sont sur une co- 
nique d'espèce D (dite seconde conique Lemoinienne), dont le 
centre est L et dont l'équation est 

(2.>)'(S.'ï2)-2(îX)l!;f.y.(p.+ .,._,.)X]_o. 
Points Brocardiens. 

Les deux, isobariqu.es (5;. -;. --; —, -— , 5-] du réciproque 
Lp( --, 5; ) 7^ ) du point Lemoinien sont les deux points Brocar- 

diens p, et p,. Leur jonction, dont l'équation est \ ^—^ X = 0, 

s'appelle la droite Brocardienne. Le point moyen du système (pt, p;) 
est le point Brocardien moyen ( -h-j h — ^ t . . . J . C'est le complé- 
mentaire de Lp. 

La conique Brocardienne d'espèce D a pour équation 

sp5y!Xï-Sa*YZ = o. 

Elle est concentrique à la première conique Lcmoinienne; son 
centre corrélatif est le centre Kiépertien [(p* — y')', . , .]. 

Elle passe par ^j, Pt, L, par le centre de la conique circon- 
scrite d'espèce D,par trois points (a*, fS, p»; p^, a', y^; f^i P^. "'), 
qui sont les semi-réciproques du point Lemoinien et forment les 
sommets du premier triangle Brocardien; par trois autres points 
(P'-i-'!^ — a', p', 7^), ..., qui sont les foyers par rapport à D 
(voir Chap. 111) des paraboles absolues de Artït et forment les 
sommets du second triangle Brocardien ; etc. 

La droite LO, dont l'équation est ^^ — r-^X:=o est dite ciia- 

mètre Brocardien : clic est le lieu des centres des coniques Tucké- 
riennes d'espèce D. 
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Eléments Kiépertieus, Tarryens, etc. 
Vhyperbole Kiépertienne par rapport à D, dont l'équation est 

est l'hyperbole circonscrite au quadrangle ABCG et dont les asym- 
ptotes sont conjuguées par rapport aux coniques d'espèce D. Comme 
toute hyperbole circonscrite remplissant celle dernière condition, 

elle passe par l'orthocentre par rapport à U ( ^ ^- ^ , ■ ■ ■ ) ; 

elle passe en outré par hçl-^, -■■ j, par ie point Tarryen (vo(> ci- 
après), et par une infinité d'autres points remarquables. Son centre 
L(P' — ï^)". ■■■] appartient à la conique Eulcrienne d'espèce D ('). 

1^ point Tarryen {^- r -— - — _j-, ...) est l'intersection 

de la conique circonscrite d'espèce D et de l'hyperbole Kiépertienne. 
Il est diamétralement opposé, dans la première conique, au point 
Steinérien { ^ , . . . j. Dans l'hyperbole, son point diamétra- 
lement opposé (ou antipoint Tarryen) est 



On appelle coniques Neubergiennes (G^, Cg, C^) les trois co- 
niques d'espèce D passant respectivement par A, B, C, et dont les 
centres sont aux intersections des médiatrices des côtés opposés 
avec les céviennes correspondantes du point Tarryen. L'équation 
de la conique C^ est 
(C^) Sasyz — :!HY + Z)SX = o. 

On appelle coniques Mac-Cayennes (Cj, C", Cj) les trois co- 
niques d'espèce D, passant par le barycentre G, et dont les centres 

dantes de Xantipoint Tarryen. L'équation de la conique G" est 
(C»") 3S«c'YZ-[(p= + f-aî)X-Hi.HY-f-Z)12X = o. 

(') La situation du centre de Kiépert sur le cercle d'Euler est un fait 
qui a été peu remarqué et dont on peut déduire de nombreuses propriétés. 
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Les coordonnoes respectives de? centres de CjJ et CjJ son 



Coniques des sept points immédiats. 

A tout point D(îi, P, y) correspondent un réciproque (-. • ■•), 

un Lemoinien (a^, . . .) et son réciproque, un point (a', . , .) et son 
réciproque, etc. Chacun de ces points a deux isobariques D] et D^, 
par suite une droite isobarique d,, avec un point moyen (ou com- 
plémentaire de D) DJ et un point de l'infini D™, immédiatement 
connus. Soit SLX= o l'équation d'une droite di. Il est visible que 
la conique circonscrite SLYZ — o passe par les réciproques de Ui, 
D^, DJ, D^. Donc, à tout point du plan correspondent une infi- 
nité de coniques des sept points immédiats. 

Exemple d'application. — Les trois sommets d'un triangle, ses 
deux points de Brocard, son point de Steiner et le réciproque du 
complémentaire du point de Lemoine appartiennent à une même 
hyperbole [S(a^— é'c')YZ = o] dont !e centre corrélatif est le 
réciproque du point de Tariy. 



CHAPITRE III. 

MRAPHIE ET QUASI-METRIE, 



Considérations générales. 

Soit ifig. 3) un cercle arbitraire C, de centre <o, ayant pour 
rayon l'uniVé r de longueur; soit ABC... une ligne brisée quel- 
conque, l,„ h,, le- ■■■ b's longueurs successives des côtés. Ces lon- 
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sueurs n'ont de signification que /lar rapport l 
semble s'être dit jusqu'à présent que l'on tient su 



le ce fait en les écrivant 
Mais : 1° Vu 



h h 



marqué arbitraire- 
droite limitée AB 



;st pas plus le raj 
ment /• que tout autre rayon /•„, /■j, ... 
comporte, outre sa longueur l^,, une origine Aet une direction AB 
définie, à partir de l'origine tu, par la direction ma. du rayon paral- 
lèle ru- La longueur r^ est la seule, parmi l'infinité des longueurs 
unité r. qui corresponde à la droite limitée AB, et de même pou 




les a 


très. 


Les lo 


ngueurs 


de 1 


bridée ABC... dow 


nt 


don 


s'écrir 


la 


'-h 


> et non 


a II. 


■■•■ En d'autres terme 




elon 


gueur 


la,CO 


nlenan 


k fois r 


nité de longueur, 


n'a de sens 


que 


si on 


la considér 


e comK 


e partie 


de 1 


équipa llence 


relative 


la = 


--kra 


Mais, 


avec 


indéte 


rminé, la 


= kr 


n'est pas un 


e équipolle 


ICC 


et ne 


signifi 


erien 


('). 














Or, 


dans 


^ = A- 


il n'y 


plus 


de loagueu 


r propre m 


ent 


dite. 



mais, ce qui est fort différent, un rapport de longueurs. La lon- 
gueur proprement dite était une grandeur déterminée, c'est-à-dire 
un élément métrique. Un rapport de longueurs, c'est-à-dire un 
nombre, devient un élément absolu et descriptif; il tombe natu- 
rellement sous l'application à» principe d'homographie. 

En effet, faisons une déformation homograpliique de la figure, 



(') Voir Théorie et applica 
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par exemple une réduction proportionnelle des ordonnées par 
rapport à un axe arbitraire XY. Celle opération transforme G en 
une conique y> ^^ ^o' '"o respectivement en l'a-, /■'„, essentiellement 
différentes de la, l'a, comme longueurs proprement dites. Mais il 
est visible que, la et ra étant parallèles, 1^ et r'^ le sont également 
et que l'on a — ^ 4-' Plus généralement, rfanî (ouïe rfe/<irma(i'on 

hom.0 graphique, les rapports de longueurs de segments paral- 
lèles restent constants. Toute relation homogène (et les propriétés 
géométriques n'en comportent pas d'autres) entre les longueurs 
i-elalives à C:--i— > ■■■! de la première figure, subsistera, dans 

!a seconde, entre les longueurs relatives à i : -4' p- ' ■ ■ ■■ 

... , . MF, , MFs AA 

Ainsi, la relation - — ^ rt = 1 avec r, = /•i= ra, exprime 

r, ru ra ' 

cette propriété géométrique : dans toute conique y, la somme (ou 

différence) des distances (par rapport à C) d'un point M de y aux 

deux, foyers F, et Fa (points tels que leur distance, par rapport 

à C, à un point quelconque de q, soit une fonction rationnelle et 

linéaire des coordonnées de ce point) est constante et égale à la 

longueur(par rapport à C) du diamètre focal AA. La même relation 

. , . ■ M'F', MF, 
(accentuée), avec r, ^ r^ ^ r„, mais — j-^ = > ■ • •• est la tra- 
duction de cette propriété ; dans toute conique q, la somme ou dif- 
férence des distances {par rapport à une autre conique f ) d'un 
point M' de q aux deux foyers F', et F'j (points tels que leur 
distance par rapport à f à un point quelconque de q, soit, etc.) 
est constante et égale, par rapport à ■^, à la longueur du dia- 
mètre focal k'X'. 

Généralisation de définitions. 

Nous appellerons distance de deux points (ou longueur d'un 
segment) par rapport à une conique f , le rapport de cette dis- 
tance ou longueur, mesurée inétriquement, à la longueur, mesurée 
de même, du rayon parallèle dans -/■ En coordonnées cartésiennes, 

r-f(X,Y)=X' + 25xY+ ^Y'l-i-... = o 

étant l'équation générale des coniques bomotbétiques à f , la formule 
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do la distance de deux points {x, y ùl a., p) reste 

Une conique est, par suite, le lieu des points dont la distance à 
un poinl fixe (a, P) est constante par rapport à elle-même (on à 
ses homothétiques). 

Deux, angles A et B seront dits égaux par rapport ô y si les 
angles au centre qui leur sont parallèles sont sous-tcndus par des 
cordes aa. bb, égales par rapport à f- 

En trigonométrie conique ou par rapport à la conique donnée y 

{Jig. 4), noua appellerons sinus de l'angle au rentre AOB le rap- 




ct BD étant conjuguées par rapport à y» 0<^ étant 1 
ralléle à BD. Si AE est la conjuguée de OB, on a 



sin^O + cos'0 = 1, 

Uaire d'an triangle par rapport à f sera le produit de 1: 
base AB (par rapport à f) P^r la moitié de la hauteur conjuguée h 
<par rapport à y)- 

Par rapport au triangle de référence ABC, associé à la coniqui 
rfc base f , les coordonnées barycentriques d'un point M seron; 
les aires, par rapport à y, des triangles MBC, MCA, MAB. L'origine 
point absolu, indépendant de y, est le barjcentre (i, i, i). 

Conséquences. 



La géométrie métrique plane, ou géométrie par rapport à C, 
;5t un cas particulier d'une géométrie qti.asi-m.étrique, générale, 
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par rapport à la conique générale -f, el qui est descripti'je ('). 

Il est \isible, d'ailleurs, qu'il n'est besoin ni de changer ni même 
d'accentuer aucune notation, car il suffit de convenir, une fois pour 
toutes, qu'il y a toujours une certaine conique de base f, qui peut 
être exceptionnellement C, donnée d'espèce, mais non de grandeur 
et de position, susceptible d'être remplacée par une homothélique 
quelconque et par rapport à laquelle on étudie. 

Si, dans un triangle ABC, avec le point arbitraire D(a, p, -f"), on 
prend pour conique de base la conique tangente dont le centre est D, 
les coordonnées a, p, f de ce point sont proportionnelles aux lon- 
gueurs a, b, c des côtés par rapport à cette conique. On peut, 
dès lors, les représenter par a, b, c, et il devient évident que tout 
ce qui a été démontré métriquement (par rapport à 1} reste vrai 
quasi- métrique ment (par rapport à D), Ainsi : 

1° Les rayons des principales coniques d'espèce D sont : 

Conique circonscrite au triangle R = -^^ 

S 
Conique tangente de centre D (de base). . r = — 

Conique tangente de centre Dn (adjointe). r„ = 

Conique Eiilérienne (ou des neuf points), p^ — — 

Conique Longchampsienne p,, = .J R ^Z — cosA cosB cos( 



"C P'i = - 

Deuxième conique Lemoinienne ?% ~ y — ï 

Conique Brocardicnne pu = — i/i — 3 tang'6 

Conique Neubergienne C; p^ = -i/cot^B — 3, ... 

■2° Les points de Brocard (ou Brocardicns)sonl définis par les^éga- 
lités d'angles 

^BÔ = ^CA= PiA^B, fisGR = [i,AC = ^^BA. 
C) L^ possibilité d'e>Ltcnsion ù la Géomi^Lrie (le l'espace est évidente. 
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Ces sit angles ont une valeur commune 0(angle de Brocard) 
qui, dans tous les cas, vérifie les relations trigonomi: triques : 

cotO = cotA-i-cotB + cotC, 
sin(A-e}sin(B — 6)sin|,G-6)=siii = 9, 
coséc^e = coséc^A -t- coséc^B -H coséc»G, 

S sinA cos(A -t- 9) = o. (Neuberg.) 

3° Toute relation métrique subsiste. Ainsi, le point Lemoiiiien 
est celui dont la somme des carrés des distances aux trois côtés est 

minimum par rapport à D fce minimum ayant pour expression 

4° Si l'on veut étudier des figures semblables, il suffira de rem- 
placer G par D dans celle définition ; deux figures sont semblables 
(par rapport à G) si deux triples arbitraires de points homologues 
forment deux triangles équiangles par rapport k G, etc. 



CHAPITRE lY. 

PRIXCIPE DE DUALITÉ. 



Considérations générales. 

Le principe de dualité est peu employé dans la Géométrie du 
triangle, même en ce qui concerne les propriétés descriptives, 
quoique l'universalité de son application à ces propriétés soii re- 

Les transversales réciproques de M. de Longchamps {Nouvelles 
Annales, i866) et l'étude générale des droites que l'on trouve dans 
le Mémoire de ce géomètre, intitulé Généralités sur la Géométrie 
du triangle {Journal de Mathématiques élémentaires, i886), sont 
cependant un premier et grand pas fait vers l'application du prin- 
cipe de dualité à cette Géométrie. Le Mémoire de i886 est surtout 
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isi que l'indique un sous-titre, à l'étinie de,?, points ré- 
ciproques et des potentiels d'ordre p. Il examine au même point 
de vue les transversales. Mais, tous les faits de réciprocité signalés 
sont, comme nous l'avons déjà montré (Chap, II), des eas particu- 
liers d'un fait absolument général r la réciprocité de deux points M 
et M' par rapporta un pôle donné D, ou de deux droites met m,' 
par rapport à une polaire donnée d. 

Le principe de dualité est susceptible de bien d'autres applica- 
tions que celles qui concernent la réciprocité. 

Rappelons d'abord quelques propriétés fondamentales. 

On sait que, corrélativement : i° à tout point du plan correspond 
une droite, et réciproquement, car l'équation ponctuelle 

UXq-VY+'WZ=o 

(le la droite dont les coordonnées tangentielles sont U, V, W et 
l'équation tangentielle 

XU + YV-^ZW = o 

du point dont les coordonnées ponctuelles sontX, Y, Z, sont iden- 
tiques ; 2° à la jonction de deux points correspond V intersection 
de deux droites ; 3" à la droite de l'infini correspond un point _^nt 
dit origine, que l'on est libre (en coordonnées cartésiennes) de 
eboisir dans le plan, ce choix fixant la figure de la eorrélatine. 
Mais cette faculté n'existe pas avec coordonnées irîlatêres, car le 
cboix du système de ces coordonnées _^3-e l'origine. A la droite de 
l'infini (X -H Y -i- Z = o) correspond le barjcentre G(U -H V-H W = o) 
et nul autre point. L'origine, en coordonnées barjceniriques, est 
donc, obligatoirement, le barjeenlre G ('). 

A tout système de trois droites qui détermine un triple d'inter- 
sections correspond un système de trois points déterminant un triple 
de Jonctions. Cette remarque si simple est d'une importance capi- 
tale. Elle peut se préciser comme il suit : si, pour l'étude d'un 
point D par rapport au triangle ABC, on a considéré ce triangle 
comme le système {abc, ABC), pour l'étude de la corrélative d 



(1) En coordonnées 
point de Lcmoiiic. 
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par rapport au triangle corrélatif, on devra considérer ce 
triangle comme le système (ABC, abc), ou réciproguement. 

Le corrélatif d'un triangle ABC n'est pas, en généra), le même 
triangle abc ; mais il est facile de voir que, par une opération honio- 
graphique des plus simples, il redevient le même. 

La corrélative du point moyen Abî(U -i- V =: o) de (E, C) est la 
parallèle «„( Y -H Z-=o) menée par A âBC.Le corrélatif de (a mé- 
diane AA„(Y — Z = o) est le point à l'infini aa,„(U — V = o) 
sur BG. La parallèle p, menée par un point M à une droite donnée d, 
jonction de M au point D,- à l'infini sur d, a pour corrélative l'inter- 
section P de la corrélative ni de M et de la droite barycentrique d/ 
corrélative de D,-. 

L'application littérale des principes qui précèdent lève toujours 
toute difficulté, en ce qui concerne les propriétés descriptives pro- 
prement dites. Nous citerons comme exemple le double théorème 
suivant, que nous croyons nouveau et l'un des plus féconds de la 
Géométrie du triangle (') : 



Etant donnés le triangle PlUG 
et deux points arhitraires Dj et 
Dî ; si"A„ B,, Cl sont les intersec- 
tions respectives de CDi et BDj, 
ADi et CDî, BDi et ADî ; Ai, Bj, 
Cî celles de GDj e(BD„ ADj et 
GD„ BDs et AD, : i" les droites 
AA„ BBi, CCi concourent en un 
point P ; 2" les droites AA5, 
BBj, CC4 concourent en un 
point Q; 3° les droites A]At, 

point B, situé sur PQ, et qui 
est le résultant de l'association, 
(PQR) en étant la droite re- 
marquable, 



Étant donnés le triangle abc 
et deu(ff droites di et d^ ; si a,, 
b,, C| sont les jonctions respec- 
tives de cdi et bd^, ad) et cds, 
bdi et ad^; «2, 6j, Cj celles de 
cdi etbdi, ad^etcd,, bd^ etady : 
x" les points aui, bbt, cci sont 
sur une droite p ; 1" les points 
aat, bbs, ccj sont sur une 
droite q ; 3° les points ai at, 
bibf, Cic^ sont sur une droite r 
passant par pq , et qui est la ré- 
sultante de l'association, (pqr) 
en étant le point remarquable, 



elles de D] et Dj, 



3') étant les coordonné' 
'U tangentielles de rf, ei 



s respectifcs (ponc- 
d^), les coordonnées 
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AP, Q, R(< 


>«/.,<?, 


,.) .„, 




(P) 




yi' 


Fï- ; 


(Q) 




3^'' 


S' ; 


(R) 




J_ 


-h ~, 



I.e ihéorème poncluel place tout point du plan dans la situation 
du point moyen de Brocard, en le présentant sur une droite remar- 
quable, comme Jlangué de deux points associés P et Q dont il est 
le résultant (bien que n'en étant pas, en général, le point moyen). 
Si D, est le barycentre et D5 l'orthocentre, P et Q sont les points 



■ ■ 1 ; R est le point de Lcmoine (a^, &*, c'); 



la droite PQR est 2[ii-HC>— 0^(62+ <;î)]X = o; c'est l'axe du 
point de Tarry. Voici donc une relation peu attendue entre les élé- 
ments G (barycentre), H (orthocentre), L(Leinoine), T (Tarry). 
Or, les relations de G, H, L avec les autres éléments remarquables 
sont en nombre infini, L relie G é I comme inverse de G ; il est le 
centre corrélatif d'Euler et de Longchanips, le centre radical d'Apol- 
lonius, le centre d'origine des Tucker, le point de départ des Bro- 
card ; T, situé sur le cercle où il est opposé à S(Steiner) est, par 
lui-même et par son antipoint T' la base de la définition des Neuberg 
et des Mac-Cay; il est situé sur K (Kiépert) dont le centre est 
sur E (Euler)et centre de la corrélative de B (Brocard). S'il y a un 
élément remarquable du triangle qui ait échappé à celte filière, il 
ne faudra pas chercher longtemps pour l'y rattacher. Enfin, il est 
facile d'établir, par le théorème tangentiel, une fdière corrélative et 
de varier à l'infini les résultats avec les points initiaux (D,, Dj) ou 
les droites initiales (^1, d^). 

Corrélation par conjugaison. 

TflÉORÉUE. — Si deux droites sont conjuguées par rapport à 
une conique, les deux points corrélatifs sont conjugués par 
rapport à la conique corrélative. En efl'et : 

On appelle diamètres conju- 1 Appelons diamétraux conju- 
^Me'ï par rapport à une conique -f, ^«espar rapport à -y, deux, points 
deux droites Sj et 3j, joignant le | i| et ij, intersections de la droite 
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centre (pôle de la droite de l'in- 
fini) à deux points J, et Jj de 
cette droite, conjjguës par rap- 
port aux deux points Ii et Ij 
(rée)s ou imaginaires) commuas 
à cette droite et à la conique. 

Deux droites quelconques rf, 
et di sont dites conjuguées si 
elles sont parallèles à S| et Sj, 
c'est-à-dire coupent ces diamètres 
sur la droite de l'infini. On peut 
toujours mener par on point une 
droite conjuguée d'une droite 
donnée. 



de l'infini (polaire du centre) et 
de deux droites y, et/j passant 
par ce centre et conjugués des 
deux tangentes ou asymptotes t, 
et ij (réelles ou imaginaires) 
menées de ce point à la conique. 
Deux points quelconques Dj 
et Dj sont dits conjugués s'ils 
sont situés sur des droites joi- 
gnant les diamétraux conjugués 
A[ et ^3 au centre. On peut tou- 
jours prendre sur une droite un 
point conjugué d'un point doDDé. 



Théorèm.e de Simson e 



Tom 



■niqui 






à ABC est le lieu despoints tels 
que les conjuguées a', b' , c', 
menées de ces points aux côtés 
a, b, c, soient sur une même 
droite k (Simsonienrie). 

SoitD(2aU = o) un point de 
la conique circonscrite 

I-YZ + MZX -i- NXY = o. 

Enformantleséqua 
tuelles des conjuguée^ 
menées de D à a, b, e, détermi- 
nant les intersections aa', bb\ 
ce', on obtiendra trois points 
dont les coordonnées ponctuelles 
sont (l, m, n ; l', m', n' ; l", m", n°), 
et l'on sait (le théorème étant 
connu) que la condition 

I.l{m'n'-m'n') = o 
donne finalement SL^y = o. 



Toute conique inscrite à abc 
est l'enveloppe des droites telles 
que les jonctions aux sommets 
A, B, C des conjugués de ces 
sommets pris sur ces droites, 
point K. 

ingente 



Soitrf(Sa3: = o)o 



LVW + MWU-hNUV = û. 

En formant les (mêmes) équa- 
tions tangentielles des conjugués 
A', B\ C de A, B, C pris sur d, 
déterminant les jonctions AA', 
BB', ce, on obtiendra trois 
droites dont les (mêmes) coor- 
données tangentielles sont 
(l.m.n; V , m' , n' ; T, ™-, „■). 

Par suite, la (même) condition 
l.l{m'^--ni-n')=<, 
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On appliquera le même m< 
tels que les suîvanis : 

Corollaire (connu). — L'< 
veloppe des lîroites k est i 
courbe de troisième classe, u 
cursale, à trois rebrousseme 
(les sommets) sur tangentes c 
juguées des côtés. 



Corollaire. — Le lieu des 
points K est une cubique, uni- 
ctirsale, à trois tangentes d'in- 
flexion (les côtés), avec points 
de contact conjugués des som- 

III cherchait une démonstration /lonctoeWe do 
a pourrait ne pas aboutir; mais la prohabilité 
le pour une démonstration langentielle du 



c primitif. Dans tous les 



e entraine l'autre. 



Conditions d'application du principe de dualité. 



>niographie,/)rm- 
5 peuvent donner, 



Il ne faut demander à la dualité comme à 1' 
cyjes de déformation, que ce que ces princii 
c'esi^à-dire une transformation de propriétés, mais non des pro- 
priétés conservant la nature métrique (ou par rapportau cercle). 

Lorsque quatre points remarquables M, N, P, Q sont sur une 
même circonférence, cette circonférence est dite cercle remar- 
quable. Sa corrélative est une conique non-cercle, à laquelle les 
corrélatives m, n., p, q des quatre points sont tangentes. Cinq con- 
ditions étant nécessaires pour déterminer une conique non-cercle, 
on en conclut souvent, mais à tort, qu'iY n'jr a plus propriété. 

On doit en effet remarquer que, si trois conditions suffisent pour 
déterminer un cercle, cela tient à ce qu'il y a déjà deux conditions 
fixes sous-entendues, à savoir que cette conique sera de l'espèce 
cercle, c'est-à-dire passera par deux points imaginaires donnés à 
l'infini (les points cycliques). Mais si l'on considère l'espèce y des 
coniques assujetties, à deux conditions quelconques fixes et sous- 
entendues, il ne faut plus que trois conditions pour déterminer une 
conique 7' de cette espèce; si l'on constate que cette conique satis- 
fait à quatre conditions remarquables de passage ou de contact, c'est 
une propriété tout aussi remarquable par rapport à l'espèce f 
qu'elle peut Vèiie^par rapport à l'espèce cercle. 

Appelons coniques homotangentes les coniques assujetties à être 
tangentes à deux droites fixes et données (réelles ou imaginaires) 
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dont l'intersection détermine rorigioe (point quelconque en coor- 
données cartésiennes, harycentrc en coordonnées barjcentriques). 
Ce sont les corrélatives des coniques homothétiq ues, et nous allons 
prouver que cette notion nouvelle est utile et peut devenir féconde. 



Coniques homothétiques et coniques homotangeutea. 

Prenons, pour plus de commodité, des coordonnées cartésiennes. 

En désignant par (p(X, Y) ou f{V, V) une fonction quadratique 
homogène donnée, parjD = lX+[iY ou XU -s- [iV une fonction 
linéaire variable, par q un paramètre variable, par T ou R la 
variable d'homogénéité ; 

L'équation générale d'une fa- N L'éq 
DiiWeAbConiqueshoniothétiqj""- "■ill" 



Toutes ees coniques coupent la 
droite de l'infini aus points (r. 
,ui.) 



f(X,Y)r.O, T^O. 

Une conique (/n, q^) et ii 
conique {p-,, q^) ont un axe i 
dical 
A,î = (/),-/.,)+(î,-îî)T = 



conjugué de la droite de jonction 
des centres, et jonction des points 



L'équation générale d'une fa- 
mille de coniques hornotan- 
gentes est 


9(U,V)^/.R + 9R5 = 


0. 


Toutes ces coniques so 
gentes aux droites (r. ou 
sant par l'origine 


.) pas- 


?(U, V) = o, R = 




Une conique (/>,,?,) 
conique (/.„ y,) ont un 
radical 


poinl 



l'inl 






conjugua 

polaires de l'origine, ■ 

tion des tangentes non d'origine 

ses radicauï de trois ', Les points radicaus de trois 
(i, i., 3) se coupent en coniques (i, a, 3) sont sur une 
e radical droite radicale 



Deux coniques (i et a) ont 
àe»Ti centres d' ko m o thé lie sitais 
sur la droite de jonction des 



«15 = CTf; = «SI- 

Deux coniques (i et 2) ont 
deu\ droites d'homotangence, 
passant par l'intersection des po- 
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centres, et intersections de deux 
tangentes communes associées. 

Si l'un des centres d'homo- 
ihctie est à rinfinî, les coniques 
homothétiques deviennent (ponc- 
tuellement) égales. 

Deus coniques ( homothétiques 
ou non) sont concentriques si 
elles ont le mèmopûle de la droite 
de l'infini; etc. 



laires de l'origine et jonctions de 
points communs associés. 

Si l'une des droites d'homo- 
tangence passe par l'origine, nous 
dirons queles coniques deviennent 
tangentiellement égales. 

Deus coniques (homotangentes 
ou non) peuvent être dites con- 
polaires si elles ont la même po- 
laire de l'origine; etc. 



A tout point P du plan, on 
peut faire correspondre, sur une 
même conique q, quatre points 
(r. ou i.)Pi.Pi, Ps, Pi, tels que 
leurs tangentes soient conju- 
guées, par rapport à une conique 
de base fi des jonctions con- 
courantes PP,, PPï, PP3, PPi 
(que nous appellerons quasi- 
normales). 

Trois de ces points (F,, Pj, P3) 
et le point P^, tel que sa tan- 
gente coupe celle au point P^ sur 
la droite de l'infini, sont sur une 
même conique homotkétique à 7 
(théorème de Joackimsthal gé- 



A toute droite p du plan, on 
peut faire correspondre quatre 
tangentes (r. ou i.) />,, pt, pi, p,, 
à une même conique q, telles 
que leurs points de contact soient 
conjugués par rapport à une co- 
nique de base f, des intersections 
en ligne droite pp„ ppt,pp,, pp^ 
(que nous appellerons quasi- 

Troisdecesdroites{^,,Pi,/'s) 
et la tangente p\, telle que son 
point de contact soit avec celui 
Ae P; en ligne droite avec l'ori- 
gine, sont tangentes à une même 
conique homotangente à ■( (théo- 
rème corrélatif). 



On peut imaginer une infinité d'autres applications; 
ndiqué celle qui précède parce qu'elle présentait une ci 



Relations métriques. 



On sait que les deux principes qui permettent, dans 1 
mesure, la transformation dualistique des relations métriques sont : 
1° l'un des angles formés par deux droites est égal à l'un des angles 
formés par les droites qui joignent à l'origine leurs points corrélatifs 
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{relations angulaires); i" le rapport anliarmonique de quatre 
points en ligne droite ou de quatre droites concourantes est égal au 
rapport anharmonique des éléments corrélatifs {relations segmen- 
taires). Ce sont des solutions; mais elles ne s'appliquent qu'à un 
nombre très restreint de cas; elles sont donc incomplètes. 

La difllculté principale est celle-ci : à une droite d correspond 
un point D ; au point de l'infuii sur d correspond la droite d'ori- 
gine DO. Si l'on prend sur d deux points A et B, il en résulte : 
1° deus droites corrélatives a et i passant par D ; a" un point 
moyen M, conjugué du point de rinfini sur d par rapport au sys- 
tème (A, B) et auquel correspond (Chap. I"'} la droite moyenne m, 
conjuguée de DO par rapport à {a, b); 3° une longueur du seg- 
ment AB, à laquelle il ne semble rien correspondre. 

Mais les difficultés en mathématiques tiennent souvent, ainsi que 
le remarque Chasles {Aperçu historique), à ce que l'on n'a pas ren- 
contré le point de vue véritable qui permettrait de faire disparaître 
l'obstacle. La question actuelle est un sujet immense que nous ne 
pouvons traiter ici avec les développements qu'il comporterait; mais 
les observations suivantes paraissent être passées inaperçues. 

i" Pour arriver à l'application du principe de dualité, il faut 
commencer par faire une guerre impitoyable aux. locutions vicieuses, 
si vénérables qu'elles puissent être. Nous nous sommes déjà expliqué 
sur le milieu d'une droite et la conjugaison harmonique. L'anffle 
de deux droites est une locution vicieuse ; il faut dire ; l'un des 
angles /ormes par deute droites. Deus points diamétralement 
opposés doivent faire place à deux points dont les tangentes sont 
parallèles. Et même, l'expression droites parallèles, excellente au 
point de vue ponctuel exclusif, ne vaut pas, au point de vue dualis- 
tique, la suivante : droites se rencontrant en un point déterminé 
de la droite de l'infini. Le laoX. faisceau est trop vague et ne vaut 
pas ceux de couple, triple, quadruple, etc. 

1° Si, au point de vue métrique, il convient de considérer deux 
droites comme déterminant deux angles supplémentaires et deux 
points comme déterminant une longueur limitée, il n'en est pas de 
même au point de vue dualistique. A cet égard {fig. 5), deux 
droites a ei b doivent être considérées comme partageant, autour 
du point ab, le plan de dimensions infinies en deux plans limités P 
et Q ; l'un, P, contient la droite moyenne m ; l'autre, Q, contient 
sa conjuguée, la droite d'origine DO. De mémo, deux points A et B 
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divisent I 
et BIA ot 



imitée d en deux droites iii; 
ent le point moyen H et q si 




point I de l'infini. P est corrélatif de p, Q de q, {am, a' m') de AM, 
(bm\ b'm) de BM, (trO', a'O) de AI, (60', b'O) de BI. Donc, à 
une longueur correspond dualistiquement un angle, et récipro- 
quement. 

3° Cette conclusion aurait pu être considérée comme évidente, 
a priori, car l'essence du principe de dualité est le changement de 
nom des propriétés. La recherche dualistique des corrélations de 
même nom (ponctuel et ponctuel, tangenliel et tangentiel, seg- 
meutaires et segmentaires, angulaires et angulaires) est une chimère. 
Les corrélations de nom, contraire (de ponctuel à tangentiel, de 
segm,entaire à angulaire, et réciproquement) sont et doivent être 
des réalités. 

4" Soient (ABGN) et (abcn) deux quadruples de points en ligne 
droite et de droites concourantes, corrélatifs. L'égalité de leurs 
rapports anharmoniques s'exprime par 





AC.BN sir 


a<i,c).s 


in(6,, 


n) 




GB.AN sin 


,(c,6).s 


m(«, , 


n) 1 


Si N tend ■> 


;ers l'infini, ou . 


n. vers u 


ne dr( 


)itC d' 


mite. 


BN 

AN 


sin{6,« 
sin(«,/l 


) _ 1 





et le rapport des triples (ABC) ou (abc) devîe 



Nous 
de deuL 



lontré (Ghap. III) qu 
s est, en réalité, le r; 



B ce que l'on appelle dislanct 
ipport de deus longueurs mé- 
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triques. Il esl facile de déduire de ce qui précèdi 
appelle angle de deux droites peut ei doit se tr: 
port de deux sinus métriques. ( Voir ci-après.) 



Toute conique est le lieu des 
points A auxquels on peut faire 
correspondre un point B tel que 
le couple (A, B) admette pour 
point moyen un point lise C. 



points dont la distance (ou rap- 
port Hnéaii-e) à un pointlîxeest 
constante par rapport a elle- 
même et à ses homothétiques. 



Toute conique est l'enveloppe 
des droites a auxquelles on peut 
faire correspondre une droite b 
telle que le couple (a, b) admette 
pour droite moyenne une droite 

Une conique est l'enveloppe 
des droites dont l'ongle (ou rap- 
port angulaire) avec une droite 
fixe est constant par rapport à 
elle-même et à ses liomoian- 



Appli cations diverses. 

La question 1142 de V Intermédiaire des Mathémaficieiis, à la- 
quelle répond spécialement cette brochure, était encadrée entre 
deux questions géométriques : lUl (de M. Grip) et H43 (de 
M. Milèse). 

A M. Grip, nous avons répondu : « L'équation demandée est('): 

SL(BXî-)- AY= — ABT=)(CX2^AZ2— CAT') = o. 

Elle exprime le théorème suivant ; 

» Le lieu des points desquels on peut mener à une quadrique 

Q(-^-i--j)--i--p-^T^ = oi un triple de tangentes conjuguées 

^/X' Yî Zs \ 

par rapporta une autre quadrique ^(x""^lW"^¥'^'"'^'*J 

est une surface du quatrième ordre {et de trente-sixième classe), 
concentrique à Q e( admettant les éléments conjugués c 
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SL(BUî+ AVî- ABRs)(CU=-^ AW^^ CAB.^)r^ 



» L'enveloppe des plans dans lesquels on peut tracer de. 
triangles dont les côtés soient tangents à une quadriqui 

Q ( -r- + -îT "*" ~n R' = o 1 , leurs points de contact étant con- 

j ligues par rapport « si — + _ -h — ^. . .= o 1, es^ «ne sur 



face de quatrième classe (et du trente-sixième ordre) conpolaire 
d Q eï admettant les éléments conjugués communs à Q eï S. » 

Nous avons répondu à M. Miièse : o La question des ovales de 
Descaries, et plus généralemeni des cartésiennes, est étudiée avec 
détails dans l'Ouvrage de M. Salmon {Courbes planes, p. 353) ('). 
Si vous voulez bien vous y reporter, ayez l'obligeance de comparer 
cette question ponctuelle avec la traduction dualistiquc (ou tangen- 
tîelle)queje vous envoie. » 

Si les courbes du quatrième ordre et de douiième classe dites 
Cartésiennes ont trois foyers en ligne droite jouissant de pro- 
priétés déterminées, il est (ou devrait être) clair que leurs corréla- 
tives de quatriènie classe et du douzième ordre ont trois yoca/er 
concourantes jouissant des propriétés corrélatives (à traduire). 

Un de nos amis, dont le nom est celui le plus souvent cité dans ce 
petit Ouvrage, nous a demandé : u Quelle est la proposition qui 
dualise celle-ci : La somme des carrés des distances du point de 
Lemoine aux trois ccHés du triangle ABC est minimum et égale à 

Nous avons répondu i Puisque l'on considère ponctuellement : 
1° la distance de deux, points ; i." la distance d'un point à une droite, 
on est amené à considérer tangentieilement : i" l'angle de deux, 
droites; i° l'angle d'une droite et d'un point. C'est une notion 
nouvelle, mais qui s'impose ; définissons-la par traduction ; 

On appelle distance d'un 1 Appâtons anffle d'une droite a 
point A à une droite d, dont I avec un point D, dont la jonc- 

tique, traduit par M, Chemin (Paris, 



Hosted by 



Google 



par rapporl à la conique de 
base y, menée par A, est D, le 
rapport de la longueur métrique 
du segment AD à la longueur 
métrique du rayon aS de Yi 
a étant le centre, et S une des 
extrémités du rayon parallèle 
â AD (l'autre extrémité étant 
équidistante du centre). 






non avec son conjugué par rap- 
port à la conique de base fi pris 
sur a, est d, le rapport du sinus 

étriqué de l'angle (a, S), 
a étant la polaire de l'origine par 
rapport à fi et S une des tan- 
gentes menées de l'origine à 
cette conique (l'autre tangente 
étant équiangulaire avec la po- 



Cette doi 



)ul)lc définition implique celle; 
t D et de l'angle de deux di 
corrélation suivante devient évidente : 

Le point Lemoinien L est le 
point tel que la somme des car- 
rés de ses distances aum côtés 
a et égale à 



4s^ 



tï+ÔS-HC 



segrnentaire de 
la distance ft^ du 



■u produit 
t G par la 



1 distance de deux 
a et d. Ceci posé, la 



La droite Longchampsicnne l 
t telle que la somme des carrés 
; ses angles avec les sommets 
it minimum et égale à 



n nombre ou produit 
de l'angle A des deux 
l'angle H. du 



côtés b et 



du 

De tels exercices de traduction sont très faciles. Quand on se sera 
familiarisé avec eux, le vœu de Gergonne, la Géométrie en partie 
double, sera complètement réalisé. 

Les difficultés de détail qui peuvent paraître subsister s'aplaniront 
vite. Elles tiendront presque toujours à la nécessité de rectifier, puis 



e général! SI 

Si, par exemple, ( 

ihoptique, ainsi énon 



é que l'on veut transforra 
n veut dualiser le théorème du cercle or- 
:é ; le lieu des points d'où, l'on voit une co- 
nique à centre sous un angle droit est un cercle concentrique, on 
trouvera des difficultés qui disparaîtront si l'on revient purement et 
simplement à l'énoncé de Monge. C'est ce que montrent les deux 
s suivants, qui, les mêmes notations conservées, présentent 
e face la question 1141 de M. Grip : 
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i" Le lieu des points desquels on peut mener un triple de plans 
tangents à une quadrique Q et conjugués par rapport à une 

autre quadrique S est une quadrique S' f^-j ^jT ~ °)' 

concentrique « Q eï hoinothétique à 'Z. 

■2° L'enveloppe des plans contenant un triple de points d'une 
quadrique Q conjugués par rapport à une autre quadrique S 

est une quadrique S' (^-j 'ZjT =")' conpolaire à Q et ho- 

motangente à E, {Voir deuxième Pariie.) 
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DEUXIEME PARTIE. 

ISTRODUCTIOS A LA GÉOMÉTIUE DU TÉTRAÈDRE. 



Préliminaires. 



La Géométrie du triangle doit avoir pour conséquence, tôt ou 
lard, ia Géométrie du tétraèdre; mais cette Géométrie est très 
difficile à établir. C'est ce que constate M. Neuberg dans son beau 
Mémoire sur le tétraèdre {Ilayez, Bruxelles; 1884), où il dit 
notamment : n Parfois, les analogies entre le triangle et le tétraèdre 
sont peu apparentes et même manquent complètement. » Notre 
opinion, la même sur les difficultés, est différente sur leurs causes. 
Nous allons essayer de la justifier. 

Du triangle au tétraèdre, les correspondances, loin de manquer, 
sont si nombreuses et si variées qu'elles se dédoublent, s'enche- 
vêtrent, se superposent, et, comme les couleurs du spectre, semblent 
finalement produire le défaut. Au triple des sommets du triangle 
correspondent à la fois le quadruple des sommets du tétraèdre et le 
septuple de ses arêtes. Au triple des côtés correspondent le qua- 
druple des faces et encore le sextuple des arêtes. Au triple des 
angles correspondent le quadruple des triédres (et par conséqueul 
le dodécuple des angles plans) et le sextuple des dièdres. Et chaque 
trièdre se dédouble, selon qu'on le considère comme constitué par 
ses faces ou par ses arêtes (voir Chap. II, g 3). 

On ne peut aborder la Géométrie du tétraèdre qu'en adoptant de 
bonnes bases, dont les premières sont : une notation rationnelle, un 
système de coordonnées approprié, une comparaison minutieuse des 
conditions dans lesquelles se présente le tétraèdre avec celles dans 
lesquelles s'est présenté le triangle. Ce sera le but de cette Intro- 
duction. 

Nous admettons comme acquis tout ce qui est élémentaire ou 
connu et que résument le Mémoire précité cl la Noie sur lit Gêo- 
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métrie récente du. tétraèdre, de M. Nûuberg ('), insérée i 
du Traité de Géométrie de MM. Rouché et de Comberous 



à trouver simple qu', 


,„e„oiaùoni 


se trouve faite d'elle-n 
rmonté une difficulté 
, est amené à reconnai 
un sujet difficile, Is sir 


lème aposte- 
moins grande 
Ire que la iio- 
nplification et 



La justification d'une notation est impossible à faire et inutile à 
entreprendre a priori. Un auteur a, pour l'adopter, des motifs qui 
résultent de l'ensemble de ses études; mais le Lecteur (c'est-à-dire 
tout le inonde) n'est dispos 
laquelle il est habitué. 

Au contraire, la justificatïo 
riori si le Lecteur, ayant s 
peut-être qu'il ne l'avait craii 
tation adoptée a apporté, dans u 
la clarté, parfois même rendu une étude possible. 

Nous nous bornerons donc à expliquer notre notation. 

La principale difficulté consiste à établir une correspondance 
entre la notation du quadruple et celle du se^ituple. Les éléments 
du sextuple provenant de la combinaison deux à deux de ceux du 
quadruple, la notation à deux indices s'impose pour les arêtes et 
les dièdres. 

Si l'on désigne par S], Sj, Sj, S^ les quatre sommels, l'arête Si Sa 
sera bien désignée par A,î. De même que, par convention usuelle, 
S] représente à la fois le sommet et le trièdre i, de même, A^ dé- 
signera à la fois Varéte i-i et le dièdre correspondant. D'où résul- 
teront d'autres conséquences ; s,, Sî, St, S4 seront les aires des 
faces opposées à S,, Sj, Sj, S^ et les plans de ces faces; 0,5, ^13, 
«Hi 'ïîsi lîS, lai seront les long-ueurs des arêtes Au, . . ., An, et 
les droites elles-mêmes. 



(Neub.). 



: de M. Neuberg par l'abréviation 
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CHAPimE 1. 

PROPRIÉTÉS DESCRIPTIYES. 



absolus. 

Nous désignerons par G le harycentre du volume du tétraèdre, 
par Gi, Gî, Gj, Gi les barycentres des aires des faces. Les coor- 
données barycentriques de G sont {i, i, i, i). gi, g^, g,, g^ seront 
les plans menés par les sommets, parallèlement aux faces. Ils forment 
un tétraèdre G',G',G',Gi, complémentaire du tétraèdre S|SîSjS4. 
Les sommets G', (ou gigigt., dont les coordonnées sont — a, i, i, i), 
G'j, Gj, G^ sont les quatre /lo in is adjoints à G. S,Gi, S^Gj, SaGj, 
SvGi sont les médianes, passant toutes par G et respectivement 
par G',, Gj, G'^, G',,. G,GîGjGi est le tétraèdre pédal du hary- 
centre; ses faces (GiGjG; oa. g\, g'^, g\., ^J)sont ies pédales de ce 

Cet ensemble d'éléments (abstraction faite des longueurs, aires 
ou mesures d'angles) constitue les éléments descriptifs ou remar- 
quables absolus du tétraèdre absolu, ou considéré isolément. Tous 
autres éléments sont métriques (on quasimétriques) et remar- 
quables relatifs; ils dépendent de l'association du tétraèdre avec 
une sphère (ou une quadrique). 

Coordonnéesbarycentriques. 

La nécessité de l'emploi des coordonnées barycentriques. pre- 
nant pour origine le point remarquable absolu, est plus grande 
encore pour le tétraèdre que pour le triangle. Un grand avantage 
est le suivant : 

Considérons, avec le tétraèdre SiSaSjSi, un point arbitraire D; 
la céfienne SiD coupant le plan Si en D,. Dans le système normal 
(ou tout autre), D aurait des coordonnées d,, d^, ds, d,,: Di aurait, 
par rapport au, triangle de référence S^SiSt, des coordanaéescT,, 
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rfj, < qui seraient essentiellement diiïérentes de d^, dj, d^. Mais, 
si S[, 83, S3, È4 sont les coordonnées harycentriques de D, ctlles 
de 0], par rapport au triangle de référence SiSjSt, resteront Sj, 
Sa, Bs. Car, les tétraèdres SiDjSaSs, SiDiSjSî, S|D,S,S3, ayant 
même hauteur, sont respecli\emeiit proportionnels aux aires de 
leurs bases. 

Nous désignerons les coordonnées joo/ic(Me/^ej courantes parP,, 
Pli P)i P*i fit '«s coordonnées tangentielles correspondantes par Tj, 
Ta, Tj, Ti- La nécessité de l'emploi d'une seule lettre pourvue de 
quatre indices (au lieu de X, Y, Z, T ou U, V, W, R) s'impose ici 
caratat partout. 

Généralités sur les quadriques. 
Nous prendrons l'équation générale des quadriques sous la fornie 

(Q) \ +2B„P,p2'!-aB,3P,P,-i-3B,iP,P( 

' +2B53P,P3+2B34P2Pi + 2B3iP3Pi = 0. 

En désignant par o,, a^, ..., 631 les mineurs du premier ordre 
correspondant aus coefficients successifs dans le discriminant H, 

«1-= AîA3Ai4--2Bj4Bi2Bj3— AiB^i — AjBIj - AiB^j, 
(Bi,=sBn, ..-), 
t,2-- AsBuB^i-HAiBi^Bsi-AjAiBii 

-Hlîi^RJi— BisBjiBi, — B.jBisBji, 

les coordonnées du centre, solutions de Fp, = Fp. — V'y.^ -^ Fp„ sont : 

I a^^' 63., -h 63, + b^^, a, -+- 6„ -+- b,,, ■+■ 643, 

Une quadrique appartient au genre elliptique [K,ii (point), 1 1, 
au genre parabolique [P^, V (cylindres), P/,] ou au genre hyper- 
bolique [flj, K (cône), H,] selon que l'on a 

A(Sai-H226,0<o (A = A,, A3, A3 ou A^. 
Dans cliaqu; genre, H<o correspond à la première espèce 
(E, Pj ou Hj), Il^oàt'espéce de transition (7:, V ou K), H > o à 
la deuxième espic. (1, P^ ou H,). 
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La quadrique corrélative de Q |F{Ti, Tj, T3, T4)= t>] a pour 
équation ponctuelle 

(Q') *(P,, \\, Pj, P4)=Sa,PJ+ ;iS*,iP,P,= o. 

Elle est du genre clliiitique, parabolique ou hyperbolique selon que 

Les coordonnées du centre, solutions de ^p, = il>p, ^ ^pj^^p^, 
sont 

1 AaH- BjsH- Bji-t- Bji, Ai 4- B^, -!- Bis -[- B43, 

Ce point (c'), dont les coordonnées ne dépendent que des coeffi- 
cients de l'équation de Q, sera dit le centre corrélatif de la qua- 
dri,«c Q. 

Quadriques remarquables absolues. 

Parmi les quadriques remarquables absolues, c'est-à-dire dont 
la définition ne dépend que des éléments absolus, nous citerons : 

1" he premier ellipsoïde de Steîner ('), qui a son centre en G, 
est circonscrit au tétraèdre, les plans tangents aux sommets étant 
les faces j-,, g^, ^3, g^ du tétraèdre complémentaire. Son équation 
eslSP,Ps=o. 

t." Le deuxième ellipsoïde de Steîner, ayant son centre en G el 
tangent aux quatre faces, les points de contact étant les barycentres 
G,, Gs, Ga, Gi de ces faces. Son équation est 

SPf — SPiP, r^ o. 

3" Le troisième ellipsoïde de Steîner, ayant son centre en G et 
tangent aux six arêtes en leur point moyen. Son équation est 
SP| — iSP,Pî = o. 
Le premier et le second ellipsoïde sont corrélatifs; le troisième 



(') Steiner n'a pas étudié ces eliip.ioïdes; mais nous donnerons, autant 
que possible et par convention, aux éléments du tétraèdre les noms cor- 
respondants admis pour les éléments connus du triangle. D'ailleurs, cette 
attribution de noms est légitime; si Steiner n'avait pas pensé anx ellipses, 
il n'est pas probable que l'on eût pensé aus ellipsoïdes. 
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est corrélatif de lui-raême ; c'est la seule quadrîque qui jouisse de 
cette propriété. Les relations de ees ellipsoïdes avec les sphères cir- 
conscrites, pédale et inscrites sont à étudier. 

4° Les quaiT^ paraboloïdes elliptiques de Artzt ; le premier IIi, 
dont l'équation est 

étant langent en S^, Sj, Sj, ans trois arêtes A,j, A,j, A^, la médiane 

de Si étant direction diamétrale. Son centre corrélatif est le point 

0, -1,-1.-1). 
Remarque. — Dans un triangle S,SîSj, étudier le cercle (S, Si Sj) 

circonscrit à ce triangle, le cercle (GjGaGa) circonscrit au triangle 

pédal, le cercle (G', G'j Ci) circonscrit au triangle complémentaire, 

c'est géométriquement la même chose. 

Toute propriété trouvée sur l'un peut être reportée sur les 
autres ('). Si cette observation simple avait été faite plus tôt, 
Sleiner aurait signalé, en même temps que son point sur le cercle 

circonscrit, le centre de Kiépert sur le cercle d'Euler où il semble 
être resté inaperçu. 

Or, la sphère circonscrite au tétraèdre de référence SiSaS^S^ 
est nécessairement plus simple à étudier que les sphères circon- 
scrites aux tétraèdres G, GiG^Gi ou G'iG'jG'jG; non de référence. 
L'observation qui précède pourra donc être utilisée en Géométrie 
du tétraèdre {voir Chap. H). 

Bases de correspondance. 

Nous conviendrons dorénavant de dire qu'un triangle abc est 
une courbe du troisième ordre ou cubique rectitigne, et qu'un 
triangle ABC est une courbe de troisième classe ou cubique ponc- 
tuée. Un point D et son axe S seront dits conjugués par rapport 
à ces cubiques. 

Dans un tétraèdre, nous considérerons un trièdre (système de 
trois plans à sommet) comme une dèveloppahle cubique planaire 
dont la corrélative (ou correspondante) est la cubique ponctuée de 

(') Ces reports sont très faciles. Si l'on considère trois poinLs homo- 
logues dans les cercles (G), (S), (G'), le premier est le complémentaire 
inticomplémentaire du second. 
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la face opposée. Au couple du point et de la droite, considéré dans 
un triangle, correspondent, pour un tétraèdre, deux couples que 
nous examinerons successivement ; i^le couple du point et du. plan, 
analogue au précédent; a" le couple de la droite et de la droite, 
la corrélative d'une droite (de jonction) étant une droite (d'inter- 
section), et réciproquement. 



Relations du tétraëdie abs 



dont 



le tctraèdr< 



EtanI 

SiSîSaSi, soitD(Si,Sî, S3, S, ou 
SSiT, = o) un point arbitraire 
de l'espace. H détermine quatre 
s de jonction 



\ Oi "3 Oi / 

SjD, S3D, SjD, dont les intcr- 

Di(SiTî-t-SsT3+5iTv = o), D,, 
Dj, Dj, et, par suite, le tétraèdre 
pédal D,DïDaD4, la pédale 
D, D,Di ou p\ ayant pour équa- 
tion 

Pi Pî P3 P* 



Vaxe conjugué de Dj, dans le 
plan Si, par rapport à ia cubique 
ponctuée SjSjSi, a pour équa- 



Nous appellerons plan 'ci 
j'ug-ué de la cévienne Sj D / 
rapport au trièdre Si le plan 



avec le couple point et plan. 

Étant donné le tétraèdre 
^t-'sSjSi, soit p (Si, Si, Sj, Si ou 
S3iPi = o) un plan arbitraire 
de l'espace. Il détermine quatre 
céviennes d'intersection 

^iP' ^3P< ïifi dont les jonc- 
tions avec les sommets sont ; 
Pi(3iP,+ S,P,-HS,Pt = o), p„ 
Par /**! e^ par suite, le tétraèdre 
pédalpip^piPt, If; pédal p,p3pt 
ou D', ayant pour équation 



Vaxe conjugué de y>„ 
point S|, par rapport à la c 
bique planaire s^SjSi a po 
équations 



Ti = o 



T, 



Ti 



Nous appellerons point con- 
jugué de la cévienne s^p par 
rapport à. la face St le point 
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conjugué de Di par rapport à S, ; 
nous dirons, par abréviation, que 
ce plan est conjugué de D par 
rapport à Si. 

Les quatre plans conjugués 
de D par rapport à Si, Sj, Sj, Sj 
forment un tétraèdre D',D;DjD'j, 
complémentaires de S, Sj Sj Sv 
par rapport à D, et dont les 
sommets 



.,(: 



■T, T, 



" Ss " 



D;,Di,D^ sont les quatre /lomïs 
adjoints à D ; D', est corrélatif 

Les tétraèdres SiSsSjSi, 
DiDjDsD,, DJD'jDiD;, homo- 
logiques deu\ à deux avec même 
centre D, ont un même plan d'ho- 
mologie^ dont l'équalion est 



Pï 



l's 



plan central correspondant au 
point D. 

Au\ points adjoints D', ,D'j, 
Dj, D'^ correspondent les plana 
centraux^ adj oints p\,p'^^p\,p'i^. 

(D, d;, d;, Di, D\),i.p,p\,p'i, 

P's' Pi) forment respectivement 
des quintuples où aucun élément 
ne peut être dit principal. 

La réunion de tous ces élé- 
ments constitue, pour le point D, 
un ensemble analogue à celui 
des éléments absolus correspon- 



d'intersection de la faco Sj et de 
l'ase conjugué de/ii par rapport 
à s,, el nous dirons, par abrévia- 
tion, que ce point est conjugué 
de p par rapport à Sj. 

Les quatre points conjugués 
de p par rapport à «j, %, Sj, *4, 
forment un tétraèdre /j'ipjp'^^î, 
complémentaire de siSiSis^par 
rapport à p, el dont les faces 



p'î'P'i' Pi sont les quatre plans 
adjoints à p ; p\ est corrélatif 
de d;. 

Les tétraèdres s, s^ sj s^, 
didtdsdi, d\d'^d';id\, homolo- 
giques deu\ à deux avec même 
plan d'homologie/*, ont un même 
centre D dont l'équation est 

T, Ts Ta Ti _ 



point central correspondant au 
plan p. 

Aux plans adjoinis^',p;/>;X 
correspondent les points cen-^ 
traux adjoints D',, Dj, Dj, D^. 

Dj, D'^) forment respectivement 
des quintuples, où aucun élé- 
ment n'est principal. 

La réunion de tous ces élé- 
ments constitue, pour le plan p, 
un ensemble analogue à celui 
des éléments absolus corrcspon- 
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dant au barycen 


re G do 


plan central est 1 
fu,\ i. 


plan de 


11 est lisible qu 


les cons 


des propositions 


iiiillairus 


tétraèdre. 





e l'infini i, 
ît le barjct 



i précèdent s'étendn 



Relations du tétraèdre a 



B couple point et plan. 



Voici ce qu'indique la correspondance du plan à l'espace. Par le 
mot indiquer, nous entendons que, si nous ne démontrons pas, dans 
celle brèïe Introduction, toutes les propositions énoncées ci-après, 
nous nous réservons de les démontrer plus tard, mais qu'il est facile 
de prévoir leur exactitude logique. 



On appelle quadriques homo- 
thêtiques toutes les quadriques 

deusième ordre (/■. ou i.) dans le 
plaii,(SP, = o). 

Toutes ces quadriques sont 
assujetties à cinq conditions ; il 
n'en faut que quatre pour en 
déterminer une. 

Le problème : Inscrire à un 
tétraèdre donné des quadriques 
d'espèce fio mol hé tique donnée, 
comporte, en général, liuït solu- 
tions (r. ou i.). 

En disposant de Vespèce homo- 
thétique, on peut faire en sorte 



qu'u 


e de ce 


s quadriques ait 


pour 


centre u 


n point donné D. 


Nous 


appel 1er 


nscettequadrique 


quadrique D 




On 


démont 


era que les pians 


conj 


gués des 


céviennes(dejonc- 


tion 


de D, 


par rapport aux 


trièd 


res (ou c 


ubiques planaires) 



On appellera quadriques ho- 
motangentes toutes les qua- 
driques circonscrites à un même 
cône de deuxième classe (r.ou i.), 
ayant son sommet en G(S T, = o). 

Toutes ces quadriques sont 
assujetties à cinq conditions ; il 
n'en faut que quatre pour en 

Le problème : Circonscrire à 
un tétraèdre donné des qua- 
driques d'espèce homotangente 
donnée, comporte, en général, 
huit solutions (/■. ou i.). 

En disposant de Vespèce homo- 
tangente, on peut faire en sorte 
qu'une de ces quadriques ait pour 
plan polaire du barjcentre un 
plan donné /i. Nous l'appellerons 
quadrique p. 

On démontrera que les points 
conjugués des céviennes (d'inter- 
section) de p, par rapport aux 
faces ( ou cubiques ponctuées) 
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S], Sj, Sj, Ss sont également con- 
jugués de ces ecïiennes par rap- 
port à la quaijrique D. On pourra 
alors faire abstraction des cu- 
biques planaires et ne plus con- 
sidérer que la quadrique D qui 
devieniquadriquede base ponc- 
tuelle. 

Sur ce fondement, on pourra 
Établir toute unegéométrieywcMi- 
jnétrique segmentaire, etc. 



Si, Si-, Sf, Si sont Également con- 
juguées de ces céviennes par rap- 
porta la quadrique p. On pourra 
alors faire abstraction des cu- 
biques ponctuées et ne plus con- 
sidérer que la quadrique p qui 
devient quadrique de base ta/t- 
geittielle. 

Sur ce fondement, on pourra 
établir toute une géométrie quasi- 
métrique angulaire, etc. 



Quadruples hyperboloïdîijues. 

On appelle quadruple hyperboloïdique l'ensemble de quatre 
droites, génératrices, d'un même système, d'un liyperboloïde. Nous 
appellerons centre du quadruple le centre de cet hyperboloïde. 

I* premier quadruple reconnu a été celui des hauteurs. Le 
tétraèdre général n'a pas A'orthocentre proprement dit; par suite, 
dans son étude, on substitue à la considération de l'orthocentre 
celle de Vhyperboloïde des hauteurs. C'est un point de vue; mais 
l'orthocentre d'un triangle n'est pas seulement le centre d'un triple 
concourant; c'est un point jouissant de nombreuses propriétés. H y 
aura lieu d'examiner si le centre de l'hyperbolotde, qui est son 
point remarquable absolu et le centre du quadruple, ne jouit pas, 
en totalité ou en partie, de propriétés analogues à celles de l'ortho- 
centre du triangle, et ne mériterait pas, à beaucoup d'égards, le 
nom a'orthocentre du. tétraèdre (voir Ghap. II). 

M. Neuberg a signalé un grand nombre d'autres quadruples. Il a 
démontré, par exemple, que les quatre droites menées des sommets 
aux points de Lemoine des faces opposées forment un quadruple 
hyperboloïdique (Neub,). 

En d'autres termes, les quatre droites, menées des sommets S,, Sj, 
S3, St aux points des faces opposées dont les coordonnées trian- 
gmlain, sont (aï., oî,,..!,), <«î„ «i,, «î,), («î„ »î., «!,), 
(a^3, aj,, «îî), forment un quadruple. Or, la propriété suivante est 
évidente : les quatre droites menées de Si, S3, Sj, 84 aux points 
des faces dont les coordonnées tètraédriques sont (o, s|, s\, s\), 
(s\,o,s\,sl\ ..., concourent au point L(sî, s|, ï|, sf). Il n'y a 
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aucun désaccord entre les deux propriélês; c'est simptemcnt un fait 
de dédoublement. W paraît probable que le centre du quadruple 

de Neuberg est le point L. 

Si cette propriété était reconnue pour le point L, qui est déjà le 

point dont les distances aux faces sont proportionnelles à leurs 
aires, et, ainsi que M. Neuberg l'a démontré, le point du mini- 



■(S)" 



L somme des carrés des dislances aux f 



e dubarjcentre (Neub.),quijouit certainement de beaucoup 
d'autres propriétés du point de Lemoine, ce point, et plus générale- 
ment le point quasimétrique correspondant, serait légitimement et 
commodément nommé X^point Lemoinien du tétraèdre ('). 

Un tétraèdre donne naissance à une injînitê de quadruples 
hyperboloïdiques. En efi'et, si l'on imagine d'abord que quatre 
droites sont menées arbitrairement par les sommets, elles n'ont 
en général aucune relation; trois quelconques d'entre elles déter- 
minent un liyperboloïde auquel n'appartient pas la quatrième. 
Mais, si ces quatre droites ont été menées d'après la même loi, 
par rapport à la même figure déterminée (le tétraèdre, associé au 
besoin à la même quadrique déterminée), elles ont nécessairement 
une relation géométrique déterminée, et cette relation ne peut 
être que la situation de la quatrième droite sur l'hyperboloïde déter- 
miné par les trois autres. C'est le cas général, dans lequel rentre, 
comme cas particulier, celui où, l'hyperboloïde tendant à devenir 
cône ou cylindre, les quatre droites tendent à devenir concourantes 
ou parallèles. 

A. ces considérations nous ajouterons le théorème suivant : 

TBÉOftÈHB. — 1° Si trois droites concourantes du plan ont 
pour similaires, dans l'espace, quatre droites non concourantes, 
ces quatre droites forment, en général, un quadruple hyperbo- 
loïdique; a° si trois points en ligne droite, provenant de trois 

(' ) Du point Lemoinien dérive son réciproque j — , -^ , —, -j ) et trois 

isobariques (-ï'-ï'T'-î)' f-i'-i'T-î)' ("!'"ï'~ï''ï)''^^ *""' 
les points Brocardiens du tétraèdre; ils sont à étudier, comme les points 
/e'rafiiens, isobariques de ( — > —i —i ~h etc. 
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couples de droites du plan, ont pour similaires, dans l'espace, 
quatre droites résultant de quatre couples de plans et non situées 
dans un même plan, ces quatre droites forment, en général, un 
quadruple hyperboloïdique. 

C'est on théorème de fait, non susceptible d'une démonslration 
proprement dite, mais d'une telle généralité d'application que Ton 
ne saurait lui trouver une exception qui ne soit explicable. 

Les exemples à l'appui abondent (théorème de l'hyperboloïde des 
hauteurs et son corrélatif; extensions données par Chasles aux théo- 
rèmes de Pascal et de Brianchon; triangles et tétraèdres homolo- 
gitjucs; tous (es quadruples signalés par M. Ncuberg et tous autres 
que l'on pourra étudier). 



Relations d'un tétraèdre a 



La base de 1' 



ude de 



reiat 



le couple droite et droilt 
is nous paraît êtiela suivai 



Étant donné un tétraèdre j Étant donné un tétraèdre 
SiSîSjSi et une droite d, les | Sis^s^s^ et une droite d, les 
plans de jonction ] points d'intersection 

(S|rf, S;./, Sjd, Sjrf) 



de cette droite avec les sommets 
coupent les faces s,, sa, Si, Si, 
suivant les quatre droites d'un 
quadruple hyperboloïdique. 



(s,d, Sid,s-id, si,d) 

de cette droite avee les faces, 
joints aux sonimeis S], Sj, 83,81, 
déterminent les quatre droites 
d'un quadruple hyperboloï- 



Ge double théorème est démontré si l'on admet le prùcédeni; sa 
démonslration directe n'est pas difficile. Les centres de quadruples 
seront des points intéressants à étudier. Aux quatre droites du pre- 
mier quadruple correspond, dans les faces, un quadruple de points 
conjugués par rapport aux cubiques ponctuées SaSjSs, ...; ces 
quatre points, joints aux sommets, détermineront un quadruple 
hyperboloïdique conjugué du premier. Aus quatre droites du 
second quadruple correspond un quadruple de plans conjugués par 
rapport aux cubiques planaires S'^SiSi,, . . .; les intersections de ces 
quatre plans avec les faces détermineront un quadruple hyperbo' 
ioïdique conjugué; etc. 
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Telles sont les bases principales des propriétts descriptives du 
tétraèdre. Dans les études de détail, les faits suivants ne doivent 
pas être perdus de vue ; 

1° Aux distances de deu\ points, d'un point et d'un plan, d'un 
point et d'une droite, de deux droites, définies comme rapports de 
deus longueurs métriques, correspondent logiquement les angles 
de deus plans, d'un plan et d'un point, d'un plan et d'une droite, de 
deus droites, définis comme rapports de deux sinus métriques. 
C'est une question sans difficulté, si l'on se reporte à ce qui a été 
dit à la première Partie. 

a° La possibilité de généralisation ou transformation /lar traduc- 
tion est partout : traduction correspondante du plan à l'espace, 
traduction homographique de la sphère à la quadrique, traduction 
corrélative des propriétés ponctuelles en tangentielles, et récipro- 
quement. La difficulté n'est pas d'ailleurs dans la traduction même; 
elle réside entièrement dans une opération préalable qui consiste à 
rendre un énoncé apte à être traduit. 



CHAPITRE II. 

PROPRIÉTÉS MÉTRiyuEf. 



GIBCOnSCRIFTION ET INSCRIPIIOIt SE SPHÈKËS. 



Problème-lemme. 

Étant donnée l'équation 2a5jPiPî= odu cercle circonscrit 
au triangle SiSîSj, trouver l'équation du cercle pédal {ou 
d'Euler){G,G,Gi), et celle ducerele CQmplémentaire(G',G'iG3){*). 



(') Nous désigDerons le côté S^S, d'un triangle par s 
considéré comme opposé à S,, et par «jj quand il sera co 
jonction de S, et Sj {s, s Hîj). 
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Atout point du cercle (Si S^Sj) correspond, dans (GiGîGa), son 
coinplomentaire. Les formules de transformation sont 

p,= Pî+P3, /!2=P3-+-P,, />s=P,H-P,, 

d'où (à un facteur près) 

Pi=/'2 + />3 — />i. Pi=-P3'^Pi-Pi, P3=/il + />î — Pj. 

L'équation du cercle pédal est donc 

2aïî(PsH-P3-P,)(P3-!-P,— Ps) = 

S('»Î! + «j3 — a|3)Pî — '-'.SaîîPiPs^o. 

A tout point remarquable de (SiSsS.,) correspond un point 
remarquable complémentaire sur (GiG^G^); à tout point remar- 
quable de (GiGjGj) correspond un point remarquable anticomplé- 
meniaire sur (SiSjSj). 

L'équation du cercle compi (ornent aire (G'iG'jGj) de(SiSîS3)est 

Sa|5(Ps+P3)(P3-|-P,)=0 

2aï3Pî-^(<ï?s-)-aj3-Haîj)SP,P5=o, 

avec la même observation sur la correspondance des points. Le 
centre du cercle complémentaire est l'orthocentre H de Si S^Sj ; son 
centre corrélatif est le point ■zal^-t-af^-i- ci\^, ..., coraplcmen- 
taire du centre corrélatif du cercle pédal (point de Lcmoine a|,, 

Sphère circonscrite (S.SjSjSj). 
L'équalion de la sphère circonscrite au tétraèdre SjSiSjSi est 
af^PiPs-i-a^jPiPs-i-aiiPtPi 

Nous poserons (') 

«l!«31=^î. «lS«!4=*3i <Il4<Ï!3=^4, Aj + A", 4- Ai = 2 K. 

D'après les formules (c) du Ghap. I, le centre de {S,SsSsSO 

(') Pour retenir ces formules et celles que l'on trouvera plus loin pour 
les dièdres (gî), il faut se rappeler que k^ est le produit de a, par l'arête 
opposée. 
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est au point 

(0) I -^'^î>.i^l-i-kl-^)^al:,(Al-^/<l-kl), 

Le rayon de cette spliÈre est, d'api'ês îa formule de von Staudt 
(Neub.) 

R=g^l/Ii(K-^5)(K-A,)(K-A0- 
Le centr» corrélatif est le point très remarquable 



Sphère pédale (G,GiG,Gi). 

La sphère (GiGiGaGi), homothétique à (SiS^SaSi), G <!tant le 

centre d'homothêtie et = le rapport d'homothétie, a pour rayon — . 

Gliacun de ses points est le comptémen taire du point homologue 
dans (S, S2S3S4). Il faut donc employer les formules de transforma- 

p, = Ps-hP3-HPs, jOî^Ps-^PiH-Pi, 
d'où (à un facteur prés) 

P, =/lî + /l3-i-/li— 2/>i, 

L'équation cherctée est, par suite, 

Sa|s(P2-^.. Pa-l-Pi — îPOfPjH-Pi + Pi — iP,-)=o. 
ou, en développant, 

-2[5a^ + 2a^,-(aÎ3^aï, + a^, + »i4)]P,P, = o. 
Le centre est au point 

O1+ 03-^Oi, 03-i- O^-i-Oi, .... 

Le centre corrélatif est au point 

^(5aU~al,), .... 
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remarquera que ce point n'est pas l'anticomplémcntaîre du 
e corrélatif du la spliùrc circonscrite, qui est S(«?5 — <(si)> 



Sphère complémentaire (G',g;gjG',). 

La sphère complémeniaire a pour rayon 3R. Ses points sont les 
atilicomptéTnentairi.'s des points liomologues de la sphère circon- 
scrite. Son équation e.'t 

Saîï{Pï-l- P3+I>w(Pi-1-ï\-r-P,)=0, 

Le centre corrélatif est 

point qui n'est pas le complémentaire du centre corrélatif de O, 
lequel est 

Tout point remarquable qui pourra être signalé sur l'une des 
sphères (S.SiSjSi), (GiGsG,Gi), (GlG',G'sGi), devra êire reporté 
sur les deux autres à l'aide des formules de points complémentaires 
établies. 

Rappel de propriétés du triangle. 

Un triangle SiSsSj admet quatre cercles tangents, savoir : un cercle 
tangent intérieurement I, dit cercle inscrit; trois cercles tangents 
e\térieurement Ii, Ij, I3, situés dans les angles tronqués du triangle 
et dits cercles esi-inscrits. 

Le centre de I est (Si, sj, Sj) et son rayon est ~-, A étant l'aire 
du triangle, Q.p étant le périmètre. Le centre de I, est (--si, îj, ïj) 
et son rayon est — ■■— ■ (T, Ij, Jj, Jj) forment un quadruple de 
ligne de deus centres quelconques (il|, Ijlj, . . .) 
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passe par un sommet (Sj, .. O^ les points moyens étani, situés sur le 

Les équations des cercles I, Ii, Ij, Jj sont connues. 
Un cercle remarquable, qui se rattache à ce quadruple est le 
cercle (Iilslj); son centre est ie point de concours des perpendi- 
culaires abaissées respectivement de I,, Ij, I3 sur S), Sg, s^. 



Le tétraèdre général sis^s^s:, admet huit sphères tangentes, 

i" La sphère I, tangente intérieurement et dite sphère inscrite; 
2° quatre sphères I,, Ij, Ij, li, dites ex-inscrûes, tangentes exté- 
rieurement et situées dans les trièdres tronqués du tétraèdre ; 
3° trois autres sphères Ji, Jj, Jj, également ex-inscriles, mais dans 
une situation essentiellement différente, que nous définirons plus 
loin ; on les appelle sphères de combles. Les cinq sphères inscrite 
et e\-in8crites sont toujours à distance finie; les trois sphères de 
combles peuvent, dans certains cas particuliers, être rejetées à 

Les centres (1, Ij, I5, Ij, Ij) forment un quintuple spécial de 
points associés. Les coordonnées de I sont (î,, s^, s^, si.)\ par suite, 
celles de I, (— î,, sj, sj, ïj), etc. En posant s, -1- jj-i- s, -f- ^^ = 3s, 

le rayon de I est -^, celui de Ii est ^-^ —t ■ ■ ■ ■ Les coordonnées 

du centre d'une sphère S sont (s,, s,, — si, —Si) et le rayon de 
cette sphère est 

+3V 

Une propriété possible est que les points moyens (ou centres des 
moyennes distances) M,, M,, Mj, M», des triples de centres, tels 
que Isljli, se trouvent sur la sphère circonscrite (S,SîSaSv). En 
supposant cette propriété démontrée, il y aura lieu de vérifier s'il 
en est de même pour les points moyens Njs, Njj, Nu, Nu, Nj^, Nji des 
six triples de centres tels que 11] Ij. La difficulté de ces vérifications 
est très grande ; elle tient à ce que l'équation de la sphère circon- 
scrite a été établie en fonction des six arêtes, tandis que les équa- 
tions de sphères tangentes (et, par suite, les coordonnées de 
R. 4 
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centres) s'établissent en fonction des faces. La question est subor- 
donnée à celle, actuellement non résolue, de la constitution des/or- 
mules du tétraèdre, sur laquelle nous reviendrons plus loin (| 3). 
Le point de contact de la sphère inscrite avec la face s,, pied de 
la perpendiculaire abaissée de I sur cette face, est donné par 



isA„) 53(1 - cosA,,) " *4(> - cosAïs) 

de même les points de contact sur s^, S3, Si, 
est facile de former l'équation de la sphère inscrite. On formerai 
le même procëdé les équations des quatre sphères ex-inserites. 

L'équation de la sphère (Idilsit) est également aisée à forin 
puisque l'on connaît quatre points de passage. Il y aura lieu d'e: 
miner si le centre de cette sphère est, ou non, le point de 
des perpendiculaires abaissées de Ii, I;, I3, I^ sur les quatre faces. 
Si ces quatre droites ne sont pas concourantes, elles formeront iné- 
vitablement un quadruple hyperboloïdique, et, selon toute vraisem- 
blance, le centre de ce quadruple sera celui de la sphère (I,Iîl3r4)- 

Un dièdre tel que Au sépare l'espace en deux régions, la région 
intérieure, dirigée vers l'intérieur du tétraèdre, et la région eûi'té- 
rieure, qui lui est opposée par l'arête et que l'on nomme comble du 
tétraèdre correspondant à l'arèle «),, Un tétraèdre a donc six 
combles ; mais il n'a qu'une seule sphère tangente pour les deux 
combles correspondant à deux arêtes opposées (a,î et «n par 
„.mple). 

Sur la question des sphères tangentes, nous renvoyons : fau 
Traité Rouché-de Comberousse (t. II, App. du LiT. Vil, et Note 
Neub. ) ; a" à divers Mémoires très intéressants de M, E. Lemoine, 
notamment ceux présentés à l'Association française. (Congrès de 
Marseille, 1891, et de Besançon, iSgS.) 

Dans ces Mémoires, M. Lemoine expose une méthode d'étude, 
dite de transformation continue, dont nous ne pouvons indiquer 
ici qne le pHncipe, mais qui pourra être d'un puissant secours 
lorsque l'on voudra approfondir la Géométrie du (étraèdre (comme 
d'ailleurs celle du triangle). La transformation continue en Si 
examine ce qui se passe lorsque la base Si d'un triangle (ou té- 
traèdre) restant fixe, le sommet Si se meut sur une perpendiculaire 
(illimitée dans les deux sens) à cette base et détermine les trans- 
formations de propriétés qui en sont la conséquence. 
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§ 2. — aHESTIONS BELAIIVES AUX HAUTGVRS. 

Quadruple hyperboloïdique deshauteurs. 

Théorème. — Les hauteurs d'un, tétraèdre SiSjSjSi sont, en. 

général, les génératrices d'un hyperboloïde équilatère, dont le 

centre est symétrique du centre de la sphère circonscrite par 

rapport au barycentre G (Neub.). 

La hauteur issue du sommet Sj a pour équation : 

^P, __^_ _ 1\ 

*2 cosAji S3 cosAji ^i cosAjj 



cosAïai 


[:0EA3i = l.., cosAiscosA.t^-Lj, c 


:05A,i< 


:^osA23 = 


= U, 


I. 


.3-Li = ï,j, L,— L5=>,3, 


I. 


,î-Lj. 


^ \, 


rcquati, 


on de Y hyperboloïde des hauteurs est 








(Ha) 


sX,fî!^l>,P,+ ^^-^P,P.) 


-0. 







Le centre de cet hyperboloïde (centre du quadruple des hauteurs) 
a pour coordonnées les expressions obtenues en remplaçant respec- 
tivement, dans celles (oi, 05, 03, Oi) du centre de la sphère cir- 
conscrite, 

a^ ar ? "^"^^'^ a'. a^ X '^°^'^» 

Le centre corrélatif est au point remarquable 

).2 cosAis-^ Xs cosA,3-H licosAii, .... 

Si l'on aLi = La= Li, l'équation (H/,) est identique; les hauteurs 
sont concourantes, et le tétraèdre est dit orthocentrique. C'est un 
cas particulier important que nous allons d'abord e 



Tétraèdre orthocentrique. 

En posant Lj = Lj = L^ — L, les coordonnées de Yorthocentre H 
lu tétraèdre orthocentrique (SjSîSjSi) peuvent s'écrire : 
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Parmi les propriélés de l'orlhocentre, nous citerons ks suivantes 
(Neub.): 

i' Dans tout tétraèdre orthocentrique, les milieux des arêtes (') 
et les pieds des perpendiculaires communes aux arêtes opposées 
sont douze points d'une même sphère ayant son centre au bary- 
centre G (pbeuiébe sphère des hovïE i>oiTiTS). 

a" Bans tout tétraèdre orthocentrique, les barycentres des 
faces, leurs orthocentres et les points qui divisent dans le rapport 
de ■! à I les segments des hauteurs compris entre les sommets et 
l'orthocenlre H du tétraèdre sont douze points situés sur une 
même sphère dont le centre 0' divise la distance HO dans le rap- 
port de i à-î (deuxième sphère des douze polnts). 

Nous bornerons nos observations à celles qui sont nécessaires pour 
un premier e\amen des questions suivantes : Peut-on rechercher, 
avec probabilité de succès, d'autres propriétés du tétraèdre ortho- 
centrique? Le centre H du quadruple des hauteurs d'un tétraèdre 
général conserve-i-il certaines de ces propriétés? Quelles peuvent 
être les conséquences de ces recherches? 

Restons d'abord dans le cas du tétraèdre orthocentrique. 

L'équation de ia première sphère des douze points peut s'obtenir 
en la considérant comme déterminée parles milieux de deux arêtes 
opposées et les pieds de leur perpendiculaire commune. En établis- 
sant l'équation de la même sphère pour les deux autres couples 
d'arêtes opposées et exprimant que les trois équations sont iden- 
tiques, on retrouvera d'abord les conditions Lj = Lj = Li, et peut- 
être pourra-t-on déduire de celte identification des relations entre 
les faces, les dièdres, les arêtes. Une question importante à exa- 
miner est celle de l'intersection de la première sphère des douze 
points et du troisième ellipsoïde de Steiner. 

La seconde sphère des douze points n'est autre que la sphère pé- 
dale définie au g 1. On possède donc son équation, en fonction du 
sextuple des arêtes. Mais il sera utile d'établir t'èquatiun de cette 
sphère comme déterminée soit par les orthocentres des faces, soit 



{') Nous employons ici. l'expression milieu parce qu( 
exclusivement une question métrique et ponctuelle ; l'e: 
moyen da sysléme (Sj, Sj) devra lui être substituée si l'i 
un énoncé corrélatif. 
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— 53 — 
par les points des segments des hauteurs, soit par d'autres combi- 
naisons faciles à apercevoir. Car, dans ces équations, figureront les 
faces ei les dièdres, et de nouvelles formules pourront résulter de 
l'identification des équations. Il y aura lieu d'examiner l'inlersec- 
lîon de cette sphère avec le deuxième ellipsoïde de Stelner, comme 
complément de l'étude que l'on aura pu faire de l'intersection de la 
sphère circonscrite et du premier ellipsoïde. 

A cause du dédoublement des sommets d'un triangle en sommets 
et arêtes, des côtés en arêtes et faces, on peut dire que les deux 
sphères des doute points correspondent également au cercle d'Euler. 
Il est très probable (') que l'une d'elles est tangente aux sphères 
tangentes au tétraèdre. En outre, à cause de la division des sphères 
tangentes en (I, I,, U, Ij, It) et (J,, Jj, J3), on peut se demander si 
les cinq premières sphères ne seraient pas tangentes à la sphère 
pédale (ou de faces), les trois dernières l'étant à la première sphère 
(d'arêtes). C'est une question à éclaircir. 

Dans un triangle SiSjS} dont H est l'orthocentre, les quatre 
cercles (SiSsSa), (S1S3H), (S,SiH), (S,SsH) sont égaux; les trois 
derniers passent respectivement par les adjoints du barycentre G',, 
G'i, G^, ce qui démontre leur égalité, les triangles SiS^Sj, S^SjOi, 
SjSiG'j, S1S2G3 étant égaux. 11 est naturel de rechercher, pour un 
tétraèdre orthocentrique, si les cinq sphères 

{SjSsSjSi), (SjSjSiH), ..., (SiSsSaH), 

ne sont pas égales. M. Laisant a démontré, par la méthode des 
équipollences, que cette propriété n'existe pas. 

Mais on peut prendre la question à un autre point de vue. Si, 
dans le triangle, on considère les trois cercles égaux (SîSsG',), 
(SjSiG'j), (S,S,G'j), et que l'on cherche leur centre radical, on 
trouvera le point (commun) H. De même, si, dans un tétraèdre 
orthocentrique, on considère les quatre sphères (SiSsSiG',), ..., 
(SiSîSjG'^), égales, puisque les tétraèdres sont égaux, et que l'on 
cherche leur centre radical, on trouvera l'orthocentre H, point 
extérieur; il n'y a donc pas défaut complet de correspondance. 

(' ) Notre attention a été appelée sur cette probabilité de propriétés ana- 
logues à celles découvertes par Feuecbacli, par M. Caroaaet, professeur au 
Collège Chaptal. 

R. 4* 
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Tétraèdre général. 

Si nous considérons maintenant le tétraèdre général, nous consta- 
terons d'abord que le centre du quadruple des hauteurs étant symé- 
trique de G par rapport à 0, le centre 0' de la sphère pédale divise 
la distance HO dans le rapport de i à 2. 

Dans un triangle SjSsSj, l'orthocenire H est le complémentaire 
du centre du cercle de Longchamps. Il y a évidemment au moins 
une sphère à étudier ; c'est celle qui coupe orthogonalement les 
quatre sphiires décrites de Sj, Sj, S3, S» comme centres avec y'ïi, 
/«!, ^S3, \/si pour rayons. On peut même envisager la famille de 
sphères longchanipsiennes, remplissant les mêmes conditions de 
centres et d'ortliogonalité avec des rayons donnés par 



l étant une longueur variahle. L'une de ces sphère? a-t-elle son 
centre au point 0" anti-complémentaire de H? C'est un fait à véri- 
fier, mais qui est probable, la droite H — 0'— G — ayant déjà un 
système de points complémentaires constant, 

Dans le tétraèdre générai, il n'y a pas de sphères des douze points, 
mais, d'une part, il reste une sphère pédale Tp et, de l'autre, on peut 
considérer trois sphères {i„ trt, 13) déterminées chacune par les 
milieus de deux arêtes opposées et les pieds de leur perpendiculaire 
commune. Il y aurait lieu de rechercher si les trois dernières sphères 
n'ont pas un ase radical remarquable, et si le centre radical des 
quatre sphères t n'est pas un point remarquable (peut-être le 
point H). 

Qu'un tétraèdre soit orthocentrique ou non, les quatre sphères 
(SsSsSiG'i), ..., (SiSjSjG'J sont égales entre elles comme circon- 
scrites à des tétraèdres égaux. Ces quatre sphères ont un centre 
radical non encore déterminé; mais le seul point que la logique 
indique est le point H. 

Puisqu'aui sommets du triangle correspondent aussi bien (et 
peut-être mieux, voir% 3) les arêtes que les sommets du tétraèdre, 
il y aurait lieu d'étudier, pour le tétraèdre orthocentrique d'abord, 
puis pour le tétraèdre général, les dcu\ sextuples de cylindres de 
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révolution ayant les ariîtos pour axes et dont les layons sont égaui: 
soit aux longueurs de ces arêtes, soit aux longueurs des arêtes 
opposées. L'ort hoc entre (ou le centre du quadiuple) a-t-il une rela- 
tion avec ces sextuples de cylindies' C'est une question qu'on ne 
peut que poser. 

% 3. — DÉDOUBLEMENT D'UH TRliDRE. — AUADRUFLES DE PLA.HS. 

Dédoublement d'un trièdre. 

La question qu'il importerait peut-être le plus d'élucider, pour les 
études métriques relatives au tétraèdre, est celle du dédoublement 
d'un trièdre en trièdre-faces et trièdre-arêtes. 

Nous avons demandé à ce sujet des renseignements par l'Inter- 
médiaire des Mathématiciens (août 1897, question 1114). On nous 
a répondu en nous citant le trièdre supplémentaire classique, 
dont le sinus est égal à celui du trièdre-arêtes. Ce fait nous était 
connu; mais, dans le plan, deux angles supplémentaires ont même 
sinus, et ce ne sont pas pour cela les mêmes angles. La réponse 
n'est donc pas celle que comportait notre question, que nous repro- 
duisons en la précisant : 

« Un trièdre donné, considéré indépendamment de toute asso- 
ciation avec un autre trièdre, se dédouble, ou, en d'autres termes, 
peut être envisagé à deux points de vue bien distincts. Pour le 
sommet S, (A,s, A,3, Au étant les dièdres, a, 3, Ojs, «u les longueurs 
d'arêtes dans le tétraèdre SiSiSiS^), en désignant spécialement 
par Si le trièdre-faces constitué par les angles 

et par 2, le trièdre-arêtes c 
nous avons établi les formules ( ' ) 

sin^Si — n- 2C0S«34 cosujj cosaaa — cos'Oav — cos^Oja — cos^asji 
sin*Si = I — acosAii cos Au cosAi* — cos'Au — cos'Au — cos= Au, 

(') La formule sia^S, est connue comme donnant le sinus du trièdre; 
mais on n'a pas signalé qu'elle ne répondait qu'à une partie de la question 
La formule sin'S, est connue comme donnant la valeur du sinus du 
trièdre supplémentaire de S,, mais nullemeiiL comme donnant un des 
sinus de ce trièdre même. 
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